INTRODUCCION A LAS SUPERFICIES ELIPTICAS

BENJAMIN MACIAS QUEZADA

RESUMEN. Las superficies elipticas son superficies (suaves, proyectivas) fibradas sobre una curva (suave, proyectiva),
de modo que cada fibra sea una curva de género 1, y a lo més finitas son singulares. En esta charla introduciremos
estos objetos geométricos, concentrandonos en dos ejemplos clasicos: una superficie de K3 inspirada en un problema
de Diofantos, y la superficie asociada a un pincel de ciibicas—que resulta coincidir con la explosién de P2 en nueve
puntos.
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1. PRELIMINARES SOBRE CURVAS ELIPTICAS

La exposicién de esta seccion estd basada en [Mir89, §1.1] y [SST0L §2]. Una curva eliptica sobre un cuerpo k es
una curva suave, proyectiva, de género 1, con un punto distinguido, definida sobre k.

Ejemplo 1.1. Consideremos la ecuacién de Weierstrass, dada por y? = 2%+ Az + B, donde A, B son constantes en
algiin cuerpo k. Cuando A := 4A3+27B2 # 0 en k, dicha ecuacién define una curva eliptica sobre k. Homogenizando
la ecuacién obtenemos una curva proyectiva, la condicién sobre A asegurara que dicha curva sea suave, el que tenga
género 1 es gracias a la Férmula del Género, y el punto distinguido sera el punto al infinito.

Los primeros estudios de este tipo de curvas eran mds bien artesanales, y una técnica estandar utilizada fue
una generalizacién del método de secantes-tangentes usada para estudiar puntos racionales en circunferencias.
Consideremos una circunferencia en IP’(Q@ con un punto P con coordenadas racionales, y £ C IP% una recta por P (que
intersecta un total de dos veces a C gracias al Teorema de Bézout). Se puede probar directamente que el otro punto
que £ intersecta es racional si y solo si la pendiente de £ es racional o infinita.

En el caso de una curva eliptica sobre Q dada por una ecuacién de Weierstrass (cibica, por lo que una recta
intersecta tres veces a la curva), si partimos de un punto racional y una recta por dicho punto, puede que no
intersecte en otro punto racional. Lo que si ocurre es que una recta por dos puntos racionales cortara en otro punto
racional. Por tanto, tenemos un método geométrico para producir puntos racionales en curvas elipticas. Pero, ;qué
pasa con el punto al infinito, [0: 1 : 0]?
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Si consideramos un punto P € E, y escribimos su reflexién respecto al eje z como — P, la recta que pasa por
estos dos puntos es vertical (paralela al eje y), por lo que el tercer punto de interseccién con E es al infinito. Esto
quiere decir que si operamos de este modo un punto con su “opuesto”, siempre obtenemos el punto al infinito. Para
realizar esta nocién de “oposicién” de forma correcta, este punto al infinito 0 := [0 : 1 : 0] deberia actuar como un
neutro para esta operacién. Sin embargo, la recta que pasa por 0 y por P € FE, intersecta de nuevo al punto —P € F
(en vez de lo deseado, P). Para parchar este inconveniente se realiza una leve manipulacién formal, definiendo la
suma de dos puntos P,@ € E como el opuesto (reflexién respecto al eje x) del tercer punto de interseccién de la
recta por Py @, que se escribe simplemente como P + ). Esta operacion esta bien definida en E, y satisface, por
construccién, (i) P+0= P, (ii) P+ (—P) =0, y (iii) P+ Q = Q + P. Asi, esta suma en puntos de E es casi una
operacion de grupo. Resulta que si es asociativa, por lo que E es efectivamente un grupo abeliano con esta suma.

El punto de vista moderno permite definir, alternativamente, el grupo de una curva eliptica general (es decir,
no necesariamente en forma de Weierstrass) a través de sus divisores. Un divisor en una curva (eliptica) C' es una
combinacién Z-lineal formal finita de puntos de la curva. La suma de los coeficientes de dicha suma se llama el
grado del divisor. El conjunto de todos los divisores de una curva es un grupo abeliano (es el grupo abeliano libre
en los puntos de la curva después de todo), y lo denotamos por Div(C'). El subconjunto de los divisores de grado 0
es de hecho un subgrupo de Div(C), que se denota PicO(C). Con esto, se puede probar que el mapa de Abel-Jacobi,

J: C(k) — Pic’(C)
P+— (P)—(0)
es una biyeccidn, y la ley de grupo en C'(k) serd aquella que haga de esta funcién un isomorfismo de grupos. El que

dicho mapa sea biyectivo no es trivial: el caso de k general es una aplicacion del Teorema de Riemann—Roch, pero
en el caso de k algebraicamente cerrado se puede hacer directamente.

2. DioraNTOS II1.17

Esta seccién sigue [Panlbl, §5] El decimoséptimo problema del Libro IIT de Diofantos de Alejandria solicita dos
numeros tales que su producto sumado a alguno de ellos o a ambos, resulte en un cuadrado perfecto. Algebraica-
mente, este problema corresponde a resolver en Q el sistema de ecuaciones

ry+ar+y =u?
(2.1) ry+ T =02 .
Ty +y =w

El método de Diofantos para resolver este problema es, dado x, notar que cuando y = 4z — 1, se tiene que el
producto resulta en

vy =z(de —1) =42? — 2 = xy+a =422
En tanto el dltimo término es un cuadrado, esto verifica que el par (z,y) satisface la segunda de las ecuaciones del

sistema. De este modo, el considerar esta restriccién sobre y, reduce el sistema original a

(2.2)

422 + 4 —1 =2
422 + 3z -1 =w?’

Restando ambas ecuaciones se obtiene que

r=u*—w?=(utw)(u—w),
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a partir de lo que deduce que se debe cumplir

u+w=4x
oy = 1
u—w=7
Esto permite despuejar u (o w) en funcién de z, por lo que podemos reemplazar este valor en la ecuacién corres-
pondiente de lo que a su vez resulta en una ecuacién cuadrética en x, que es sencilla de resolver.

El tratamiento de Diofantos es indudablemente algebraico. Traduzcamos su método a geometria moderna. En
primer lugar, el sistema define una superficie X C }P’%. Podemos despejar y de la segunda ecuacién del sistema

lo que resulta en y = %~ — 1, o, definiendo la variable ¢ := v/z, en que
y =tz —1.

De acd, Diofantos estudia ya no todo X, sino que se restringe a X; := X N V(t?z —y — 1) (que es lo que pasé a
nivel algebraico al reducir al sistema [2.2)), y busca puntos racionales aqui. Equivalentemente, este conjunto aparece
a través del mapa

7 X ——» P!

(2.3) [z:y:u:v:w]— v/z

como 7~ 1({t}). Asi, el método de Diofantos es buscar puntos racionales en la fibra X;, de algiin punto racional
[to : 1] € PL. ;Por qué habria esperanza de que esto funcione?
El sistema reducido (anélogo a lo que pasé en [2.2)) queda, en coordenadas proyectivas, como

Y2+ 12YZ - 72 =U?
PY2+ 2 -1)YZ -2 =Ww?’

por lo que cada X; es una interseccién suave de dos cuddricas en P3, y de hecho casi toda X; serd de género 1E
Asi, casi todas las fibras de 7 son casi curvas elipticas: jnos faltan solo los puntos distinguidos!

Es decir, a cada t € P! le queremos asignar un punto O; € X; = 7~ *({t}), lo que define una funcién o: P! — X
tal que m o o0 = idp1. Este tipo de mapas se llaman secciones de 7, por lo que podemos enunciar nuestro problema
de marcar puntos en cada fibra de m como el de encontrar una seccién de 7. Notamos que el mapa

(2.4) o(ft:1]):=[1:t:t:0]

es una seccién de 7, lo que nos permite definir un punto distinguido en cada X;, lo que hace de todos las X; de
género 1 son en realidad curvas elipticas, por lo es muy natural buscar puntos racionales en ellas.

Notar que no todas las fibras son curvas elipticas: hay fibras de género 0, las que no son suaves, pero también
hay fibras de género 1 que son singulares. Lo que ocurre es que estas fibras molestas, o fibras malas, son finitas
por lo que en verdad casi todas las fibras de m: S — P! son curvas elipticas. Esto se suele decir como que la fibra
genérica de m es una curva eliptica.

3. SUPERFICIES ELIPTICAS

Seguimos [Mir89, §1.2] y [SS10, §3]. Problemas similares al estudiado en la seccién anterior se han abstraido
totalmente a geometria algebraica moderna. A partir de ahora, consideramos k algebraicamente cerrado. Una
superficie eliptica (sobre k) es una superficie suave proyectiva equipada de una fibracidn eliptica, un morfismo
sobreyectivo m: S — C hacia una curva suave projectiva tal que casi todas las fibras son curvas suaves de género 1
(es decir, solo finitas son singulares).

IEsto es no trivial. Es gracias a que X; es una interseccién completa de dos cuddricas en P2, por lo que podemos calcular el polinomio
de Hibert de X¢, o aplicar la Férmula de Adjuncién.
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A priori, pedir que estas fibras sean curvas elipticas no es del todo apropiado, porque la existencia de un punto
distinguido en cada fibra es equivalente a la existencia de una seccion de m, lo que es un caso especial—aunque
comun en la literatura. En caso de ser necesario, referiremos a ellas como superficies elipticas con seccion.

Ejemplo 3.1. La seccién anterior verifica que la superficie X dada por el sistema [2.1] es una superficie eliptica
con seccién. La fibracion es dada por la ecucién y la seccién por la ecuacién Este problema exhibe que las
superficies elipticas pueden aparecer naturalmente en preguntas de indole aritmético, y por tanto estuidarlas es de
interés aritmético general.

Antes de revisar mas ejemplos de superficies elipticas, nos detendremos a mencionar algunas preguntas geométri-
cas relativas a ellas que se han estudiado (jsatisfactoriamiente!). Distinguimos dos clases (ontolégicas):

e Las locales, como por ejemplo la clasificacién de las fibras singulares, el estudio de la monodromia al rededor
de una fibra singular, el comportamiento local del J-mapa, entre otros.

e Las globales, identificar sus invariantes numéricos, la férmula para el bundle canénico, su dimensién de
Kodaira, el comportamiento global del J-mapa, entre otros.

4. PINCEL DE CUBICAS PLANAS

Nos basamos en [Mir89, Example 1.5.1, pp. 7-8|, y [SS10l §3.2]. Consideremos f,g € k[x,y, 2] polinomios ho-
mogéneos de grado 3 coprimos, de modo que C; := V(f) y Cy := V(g) sean ciibicas no-singulares en P? sin compo-
nentes en comun. Asi, el Teorema de Bézout indica que el nimero de intersecciones entre C; y Cy es exactamente
9 (contando las multiplicidades). Por simplicidad de los argumentos, supongamos que todas las multiplicidades que
aparecen son 1, por lo que disponemos efectivamente de nueve puntos distintos en la interseccién de las cubicas.

Para cada [t : s] € P!, consideremos

Ei.q) == V(tf + s9).

La coleccién de todos estos conjuntos algebraicos corresponde a una familia de ctibicas parametrizada por P!,
también llamado un pincel de cibicas. Para casi todo valor de t, se tiene que E; := Ej;.1) es no-singular, y por tanto
podré ser realizada como curva eliptica.

Intentemos dotar a este pincel de estructura de superficie eliptica. Para ello, consideremos la superficie

X :={(p,t) eP*xP': pe E,},

de modo que la proyeccién a la segunda coordenada m: X — P! exhibe a X como superficie eliptica: la fibra sobre
t es precisamente Ej.

La superficie X puede parecer una arbitrariedad. ;Qué es realmente? Consideremos la proyeccién a la primera
coordenada, 1: P? x P! — P2, Por definicién, se tiene que ¢~ ({p}) = {¢t € P': E; 3 p}, pero como los p; estdn en
cada Fy, se tiene que

v ({pi}) =P
para cada i = 1,...,9. Esta aparicién de copias de P! es una sefial caracteristica de las explosiones en P2.

Verifiquemos que X es la explosién de P2 en py,...,pg. Para esto, basta verificar que ¢ es birracional, es decir,
un isomorfismo racional en un abierto de P2. El candidato més natural es el complemento de los nueve puntos. En
efecto, resta verificar que 1 es inyectivo en este abierto, es decir, que para p # p; con i = 1,...,9, la fibra ¢y =1 ({p})
consiste en un solo punto. Pero esto es directo, pues si p estuviese en més de una fibra, digamos en E; y Ej/, dichas

fibras se intersectarian en un total de 10 puntos: los nueve originales que siempre estan, més este p. Pero esto no
puede pasar, pues el Teorema de Bézout asegura que la interseccién de estas dos cibicas es exactamente 9.
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