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1. EL PROBLEMA DE CLASIFICACION

Una de las grandes preguntas motivaciones en geometria algebraica es el llamado
problema de clasificacién (ver por ejemplo §1.8]). En su forma més simple,
el objetivo es poder clasificar todas las variedades algebraicas salvo isomorfismo.
Veamos un ejemplo artificial pero iluminador.

Ejemplo 1. Supongamos que queremos clasificar figuras geométricas, como poligo-
nos o poliedros. Por supuesto, esta pregunta suena bastante amplia en esta forma,
asi que vamos a comenzar reduciendo el problema. Fijemos arbitrariamente la di-
mensién en 2, y la cantidad de lados en 3. De este modo, buscamos estudiar los
tridngulos salvo isomorfismo.

Con esto en mente, el siguiente paso es pensar si hay una manera abstracta de
escribir un tridngulo, que conserve “todas” sus propiedades. Una manera es pensar
los triangulos como tres pares de puntos en el plano, de modo que tenemos una
inclusion

{tridngulos en el plano} — RS,
mandando cada tridngulo en el plano a sus tres vértices. No obstante, en este ca-
so podemos hacer algo mas sofisticado: usando los criterios de congruencia, dos
triangulos son congruentes si y solo si sus lados correspondientes tienen igual medi-
da. De este modo, a cada tridngulo podemos asociarle una terna (a, b, ¢) de valores
positivos, tales que a > b > ¢, y de modo que dos tridngulos son isomorfos si y solo
si sus ternas coinciden. En otras palabras, la asignacién

{tridngulos en el plano} — R?
induce una inyeccion
{clases de congruencia de tridngulos} — R? .

Por tltimo, el suetio fila es ser capaz de describir exactamente qué ternas (a, b, ¢)
corresponden a un tridngulo. Uno demuestra que esto es posible si y solo si (a, b, ¢)
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satisfacen la desigualdad triangular, y asi obtenemos una biyeccion
{clases de congruencia de tridngulos} < {(a,b,c):a>b>c¢>0,b+c > a}.

Este ejemplo es un poco artificial, pero al menos ilustra varias de las ideas cla-
ves para abordar un problema de clasificaciéon. En primer lugar, uno deberia fijar
algin tipo de informacion “discreta” de los objetos geométricos a estudiar, como
la dimensién o la “cantidad de lados”. Luego, uno deberia buscar alguna cantidad
de pardmetros (o moduli, siguiendo a Riemann), que codifiquen toda la geometria
de los objetos en cuestién. Por ultimo, entender cudles valores de estos parametros
corresponden a un objeto geométrico de verdad.

Con estas motivaciones en mente, nuestro objetivo para el resto de la charla es
abordar la primera etapa para el problema de clasificaciéon de curvas algebraicas.
Uno podria pensar que esto es algo modesto para una charla, pero de hecho es todo
lo contrario. Las ideas del primer paso ya eran conocidas por Riemann y Brill-
Noether a fines del siglo XIX; en cambio, el resto del programa no fue hecho (de
forma algebraica) hasta el trabajo de Deligne-Mumford a fines de la década de los
60.

2. FORMAS DIFERENCIALES EN VARIEDADES AFINES

Hay bastantes maneras de dirigir nuestro estudio de invariantes para curvas.
En nuestro caso, introduciremos la nocién de una 1-forma diferencial, que nos ser-
vird adicionalmente como excusa para introducir herramientas técnicas interesantes.
Nuestra discusién seguird [Shal3, Chapter 5].

Definicién 2 ([Shal3] Prop 5.3.1], cf. [Shal3| p. 190]). Sea X una variedad afin, y
sea A su anillo de coordenadas. El mddulo de 1-formas diferenciales es el A-moédulo
generado por los simbolos {df } fe 4, sujeto a las relaciones

L d(f +g) = df + dg,

2. d(fg) = fdg+gdf,

3. da=0siaecC.

Antes de sentarnos a entender este médulo en completa generalidad, es bueno
hacer un ejemplo concreto.

Ejemplo 3. Consideremos la curva C' = V(y? — 23 — 1) en A2, de modo que el
anillo de coordenadas es C[xz,y]/(y?> — #® — 1). Un 1-diferencial es por ejemplo

w=2yd(z* - 2y) +xdx+y).

Eso si, hay varias simplificaciones que podemos hacer. En primer lugar, tenemos
que d(z + y) = dz + dy. En segundo lugar,

d(z? — 2y) = d(2%) — d(2y).
Acé d(2?) = 2 dx + x dv = 22 dx gracias a la segunda regla. Del mismo modo,
d(2y) =2dy + yd(2) = 2dy.
Juntando todo, obtenemos
w=2y2edr — 2dy) + z(dx + dy) = (dzy + x) dz + (x — 4y) dy.

Uno podria preguntarse si do y dy son independientes; de hecho, no lo son.
Podemos hacer el truco

0=d(y*>—2%—1)=2ydy — 32 da,
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lo que da una relacién algebraica entre estos elementos.
Siguiendo esas ideas, no es dificil convencerse del siguiente resultado.

Lema 4. Sea X una wvariedad afin cuyo anillo de coordenadas es de la forma
A = Clay, ..., zn]/(f1,- -, fs). Luego, el mddulo de 1-formas diferenciales viene
descrito por la receta
Adry @ Adrs @ --- @ Adxy,
Qx =
(df1,...,dfs)

Ejemplo 5. Consideremos nuevamente la curva C' = V(y? — 2% — 1) en A?. Usando
el lema, obtenemos el moédulo

Adz & Ady
(2ydy — 3x2dx)’
Pareciera que ¢ no es un médulo libre: ni el 322 ni el 2y son “suficientemente
libres” como para poder invertirlos. Eso si, uno puede hacer un truco: podemos
“formalmente invertir” el 3x2.

En otras palabras, si miramos en D(3x2) C A2, ahora si el 322 es invertible. Esta
es una variedad algebraica: podemos escribirla como k[x,y,t]/(32%t — 1), donde ¢
deberia pensarse como “el inverso de 3z27. Aci, la curva C corta en

C,=V(y? — 2% —1,32% — 1) C A3
;,Como se ve el modulo de diferenciales aca? Tenemos
Qc, = Ader®d Ady @ Adt .
(2y dy — 322 dx, 6zt dx + 322 dt)
Pero en A los elementos ¢ y 3z son invertibles. Con ello, las ecuaciones pueden
escribirse simplemente como
2t dy — dx, 6xt®dx — dt.

Resulta asi que Q¢, = Ady.

El mismo truco puede hacerse con D(2y), lo que da otro abierto de la curva C.
Es importante destacar que acd D(2y) U D(3z?) cubre a C, pues el complemento
(el punto (0,0)) no estd en C.

Cc =

Este truco es de especial utilidad para hacer célculos, y puede hacerse de a varias
variables a la vez. Por ahora, lo enunciaremos solamente para variedades dadas por
una unica ecuacién, lo que serd suficiente para nuestros propositos.

Definicion 6. Sea X C A™ una variedad de dimensién n — 1, dada por una tnica
ecuacién I(X) = (f). Decimos que X es suave si

V(f,0f/0x1,...,0f)0x,) = 2.

Antes de continuar, necesitaremos una tltima nocién, donde veremos cémo tra-
bajar con formas diferenciales a partir de morfismos de variedades.

Definicién 7. Sea ¢: X — Y un morfismo de variedades afines, y sea ¢*: k[Y] —
k[X] el morfismo de anillos coordenados asociado. Definimos el pullback ¢*: Qy —
Qx como el morfismo de k[Y]-mddulos dado por

¢*(df) = d(¢% 1),

y extendiendo por linealidad.
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3. FORMAS DIFERENCIALES EN VARIEDADES PROYECTIVAS

En el caso proyectivo definir una forma diferencial es un poco mas delicado.
Haremos una definicién concreta, aunque no ideal.

Definicién 8. Sea X C P una variedad proyectiva. Una forma diferencial w en X
es una coleccién de formas diferenciales wy, . .., w, en DT(Xo)NX, ..., DT (X,)NX
que sean compatibles en las intersecciones. Esto es, para todo 0 < 4,5 < n, los
pullbacks de w;,w; a DT (z;) N D*(X;) N X coinciden.

Como dijimos arriba, esta definicién tiene bastantes problemas. Por ejemplo, no
es claro qué pasa si X estd incrustada de manera distinta en P™. Adicionalmente,
no es claro cémo generalizar bien esta definicién. Todos estos problemas técnicos se
evitan definiendo con cuidado el haz de diferenciales, cosa que no haremos hoy.

Ejemplo 9 (|Shal3, 5.3.14]). Intentemos buscar formas diferenciales en P'. Para
ello, necesitamos una forma diferencial en Al y una forma diferencial en A;, tales
que coincidan en la interseccién.

Para ello, tenemos que ver cudndo f(x) dz (una forma diferencial en AL) y g(y) dy
(una forma diferencial en A}) pueden coincidir en la interseccién. Acd y = 1/, de

donde
9(y) dy = g(1/)d(1/z) = L2 gy,

Buscamos asf ver si f(x) puede escribirse como —g(1/x)/x?, lo que claramente no
es posible. De este modo, P* no admite diferenciales (distintos de cero).

Ejemplo 10 ([Shal3, 5.3.15]). Intentemos calcular formas diferenciales en la curva
de Fermat C' = { X + X{ + X3}. Para ello, en vez de trabajar en las tres cartas Uy,
U, y Us, trabajaremos en las tres cartas Uy, Uiz y Upz. Acd es importante notar
que ninguno de los puntos [0, 0, 1] y similares estédn sobre la curva.

Denotemos por u = X1/Xo y v = X2/ Xy. De este modo, tenemos que

kU] = Clu,v,1/u], k[Ui2] = C[1/u,u/v,v/u], k[Uo2] = Clu,v,1/v].
Con esto en mente, calculemos como se ven los diferenciales de la curva C' en cada
carta. Para Cy; = C N Upy, obtenemos

0 - A01 du@AOl d’U@AOl d(l/u)
Cor = (4u? du + 4v3 dv)

= A01 dv.

Similarmente, Q¢,, = Aoz du.
De este modo, un diferencial wo; = f(u,v,1/u) du restringe a

flu,v,1/u)dv = —f(u,v,l/u):j—zdu.

Para que esto sea la restriccién de un diferencial en Uyz, necesitamos que no haya
denominadores con u; esto es, 1/u debe aparecer a lo més con grado 3.
Nos falta verificar la carta Ci5. Como antes,

A d(l/u) © Ay d(u/v) © Apd(v/u) o du
Qc,, = (4(1/u)3 d(l/u) + 4(1)/“)3 d(’l}/u)) = Ao d(l/ ) Aio

Asi, queremos que f(u,v,1/u) = 25g(1/u,v/u,u/v). El lado derecho no tiene de-
nominadores con v, por lo que no podemos utilizar u/v en el lado derecho. Asi, no

w .
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podemos usar u en el lado izquierdo, y buscamos

F(o,1/u) = (1w, 0/w).

Mirando con cuidado, resulta que f debe ser una suma de monomios v¢/u’ con
1< j+2.

Pongamos todo junto. Si recordamos, habfamos dicho que 1/u aparece a lo més
con grado 3. De este modo, los monomios que pueden aparecer son 1/u?, v/u3,1/u3.
Con ello, el espacio vectorial de formas diferenciales en C' tiene dimensién 3.

Con esto en mente, introducimos la siguiente definicion.

Definicién 11. Sea X una variedad proyectiva. La dimensién del espacio vectorial
de formas diferenciales en X es el género geométrico de X, denotado py(X).

Ejemplo 12. Calculamos antes que P! no tiene formas diferenciales, por lo que
py(P1) = 0. De hecho, esencialmente el mismo calculo muestra que p, (P?) = 0.

Del mismo modo, arriba mostramos que la curva de Fermat C tiene género
geométrico 3. El mismo argumento muestra que para d > 3, la curva de Fermat
{X¢+ X¢ + X¢} tiene género geométrico (d — 1)(d — 2)/2. De hecho, esta férmula
calcula el género geométrico de cualquier curva suave en P2,

Es interesante observar varias cosas respecto al género geométrico. En primer
lugar, tenemos que p, > 0 directamente de la definicién. De nuestra definicidn,
resulta que el género geométrico es invariante bajo isomorfismos (una vez que uno
verifica con cuidado que py no depende de la incrustacién proyectiva). De hecho, es
invariante bajo morfismos birracionales, cf. [Har77, I11.8.19].

Por ultimo, calcular el género geométrico a partir de esta definicién es un célculo
enredado a veces. Cerraremos la sesion de hoy discutiendo una herramienta distinta
para calcular géneros.

4. FORMULA DE RIEMANN-HURWITZ

Antes hemos mencionado rapidamente la definiciéon de una curva suave. Suponga-
mos que C' = V(f) es una curva suave en A2, pasando por (0,0). Nuestra suposicién
implica que f,(0,0) o f,(0,0) es distinto de cero. En el primer caso, resulta que
Qcnp(s,) = Ady, donde A es el anillo de coordenadas de C' N D(f,). Llamamos a
y un parametro local en p.

Usando un pardametro local, podemos definir un indice de anulacién para una
forma diferencial w. Si w = ¢(x,y)dy alrededor de p, el indice de anulacion es la
potencia a la que y aparece en ¢(0,y). Mds generalmente, si p = (a,b) satisface
faz(a,b) # 0, calculamos la potencia de (y — b) en ¢(a,y).

Es importante destacar que siempre existen parametros locales para curvas sua-
ves, incluso si no es una curva plana.

Ejemplo 13. Veamos la curva X§ + X7 + X3 en P2, y consideremos la forma
diferencial definida por la férmula % dv.

Para calcular, veamos primero la carta afin Uy, con v = X1/Xg y v = Xo/X).
Acé si p = (a,b) es un punto con a # 0, entonces p no se anula en la u-derivada
de u* 4+ v* + 1. Nuestra forma diferencial se ve como % dv aca. Usando la receta
anterior, podemos calcular que w tiene indice de anulacién cero en todos estos
puntos.
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(Qué pasa con el resto? Primero, falta ver qué pasa si b = 0, para lo que tenemos
que calcular con la otra coordenada. Usando
u
w = 3 du,
resulta que cada uno de los cuatro puntos (0,(—1)/4) tiene indice de anulacién
igual a 1. Los otros puntos (fuera de la carta afin Up) tienen indice de ramificacién
igual a cero.

Teorema 14. Si w # 0 es una forma diferencial en una curva C, entonces hay
finitos puntos p1,...,pr donde w tiene indice de anulacion distinto de cero. Si
e1,...,€x es dicho indice de anulacion, entonces

pie1 + paea + -+ prep = 2pg — 2.

Este es un resultado profundo, y omitiremos su demostraciéon. Por ahora, veamos
qué podemos hacer si tenemos dos curvas X,Y junto a un morfismo f: X — Y.
Si wy es una forma diferencial en Y, el pullback f*wx es una forma diferencial
en X. Ahora bien, los puntos de anulacién de f*wx se relacionan con los de wy,
dependiendo de la ramificacion de f y el grado de f. La ramificacién de f mide en
qué puntos f tiene derivada distinta de cero (lo que aumenta el indice de anulacién
de f*wy ), mientras que el grado cuenta la cantidad de puntos en X que son enviados
a un punto de Y. Resulta asf la siguiente féormula.

Teorema 15 (Riemann-Hurwitz). Sea f: X — Y un morfismo no constante entre
curvas suaves, proyectivas. Luego, tenemos

2P9(Y) —-2= de%(f)(ng(X) -2)+ Z(em - 1),

donde e, es el indice de ramificacion de f en x.

Desde el punto de vista analitico, esta férmula tiene muchisimo sentido. Resulta
que 2 — 2p, coincide con la caracteristica de FEuler (topoldgica) de la superficie de
Riemann asociada. De este modo, si f: X — Y, podemos intentar calcular el género
de X a partir de una triangulacién de Y, y usando f.
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