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1. Variedades algebraicas afines

La Geometria Algebraica, en su forma maés cldsica, estudia lugar de ceros en
comun de alguna familia de polinomios con coeficientes en algin cuerpo, a través
de métodos algebraicos. Esta teoria es fundamentalmente distinta a la revisada,
por ejemplo, en Célculo (Real o Complejo), donde se trabaja con topologias
euclidianas y funciones diferenciables u holomorfas. En Geometria Algebraica,
eso es precisamente lo que debemos evitar, porque los espacios con los que nos
toparemos simplemente no estdn dotados de una nocién evidente de Calculo,
como por ejemplo es el caso de una clausura algebraica de un cuerpo finito.

Asi, nuestro estudio serd guiado por el querer asignar a cada objeto geométri-
co (que estamos prontos a definir), un objeto algebraico, y obviamente determi-
nar cémo se traducen las propiedades entre estos dos mundos. También, vamos
a poder definir una topologia que captura la cualidad algebraica de nuestros
objetos, que resultara radicalmente distinta a la euclideana.

1.1. Conjuntos algebraicos

Dado k un cuerpo y n € N, el n-espacio afin sobre k es el conjunto A7 := k.
Dado S C k[z1,...,x,], definimos su lugar de ceros en A} como

V(S) :={a € A}: f(a) =0 para cada f € S} C A}.

Los subconjuntos de A} que son lugares de ceros de alguna familia de poli-

nomios en k[x1,...,xy] se llaman conjuntos algebraicos de A}.
Ejemplo 1.1.
n punto a := (aq,...,a,) € A% es un conjunto algebraico de A}, pues se
1)U t A7 junto algebraico de A7
tiene que a = V(z1 — aq,..., 2z, — ay).

(2) En A2, tenemos que V(y — x?) (pictéricamente una pardbola), y V(zy)
(pictéricamente la unién de los ejes de coordenadas) son conjuntos alge-
braicos.

(3) Un hecho general es que los polinomios en una variable tienen siempre
finitos ceros, por lo que en A} los conjuntos algebraicos son precisamente
los conjuntos finitos.

4) En A2, los conjuntos algebraicos de la forma V(2? — 4%+ ax+b), se llaman
R
curvas elipticas, y son objetos importantes en Teoria de Nimeros.

(5) En Ag, podemos definir los conjuntos algebraicos X, := V(2™ +y™ —2™)
para cada m € N. La afirmacién que para m > 3 cada X, solo tiene a los
puntos triviales es el famoso Ultimo Teorema de Fermat.



La notacién V(—) es de hecho la de un funtor

{ subconjuntos de } { conjuntos }

klxy, ..., 25 algebraicos de A}

con inclusion de conjuntos como morfismos. El funtor es contravariante, lo que
se traduce a que invierte inclusiones:

Proposicién 1.2. Si Ty C Ty C k[xq,...,x,], entonces V(Tz) C V(T1).

Demostracion. Intuitivamente, mientras mas polinomios consideremos, son me-
nos los puntos de A} que anulan a todos estos polinomios. Formalmente, un
a € V(Ty) anula a cada polinomio de T5, en particular a todos aquellos que
pertenezcan a 77, es decir, a € V(T1). O

Como anunciamos al principio del capitulo, podemos definir una topologia en
A}, que incluso cuando £ = R o C, es muy distinta a sus variantes euclidianas.
Resulta que en A}, los conjuntos algebraicos son los cerrados de una topologia,
llamada de Zariski:

Proposicién 1.3. Los conjuntos algebraicos de A} son los cerrados de una
topologia en A}, es decir:
(1) Tanto ® como A}l son conjuntos algebraicos.

(2) Toda unidn arbitraria de conjuntos algebraicos de A} es un conjunto al-
gebraico de A}.

(3) Toda interseccién arbitraria de conjuntos algebraicos de A} es un conjun-
tos algebraicos de A}.

Demostracion.
(1) Esto es porque A? =V({0}) y § = V({1}).
(2) De hecho, podemos escribir cémo se ve tal unién explicitamente: probemos
que para Ty, T5 C k[z1, ..., xy,], se tiene que V(T1) UV (1) = V(T1 T»):

C: Sia € V(T1) UV(Tz), por definicién es un cero de cada f € T} o
de cada g € T,. En cualquier caso, serd un cero de fg, es decir,
a € V(Tng)

Probamos la afirmacién contrareciproca. Si a ¢ V(T1) U V(T»), en-
tonces no es cero de ningun f € 737 ni de ningin g € Ts. En cualquier
caso, no puede ser cero de fg, es decir, a &€ V(T1T3).

Y



3)

Si (T})jea son subconjuntos de k[z1, ..., z,], se tiene que
Miea V(T)) = {a € A Vj € A,a € V(Ty)}
= {a cAfrac UjeAV(Tj)}
—{acapvreUen i f(a) = 0}

:V(UjeA Tj)- O

Ejemplo 1.4. Veamos algunos ejemplos de esta topologia.

(1)

(2)

En A}, el disco unitario I es sabemos que los Zariski-cerrados de A} son
los conjuntos finitos, y D es infinito.

Es més, en A¢ todo Zariski-cerrado también es cerrado en la topologia
euclidiana: sea X C AZ un conjunto algebraico, y fi,..., fr funciones
polinomiales que lo definen. Asi, podemos escribir X = (i_, f; '({0}), ¥
como {0} es un cerrado en la topologia euclidiana, y cada f; es continua
en la topologia euclidiana (sabemos de cdlculo diferencial que toda funcién
polinomial lo es), concluimos que X es interseccién de cerrados euclidianos,
y por tanto un cerrado euclidiano en si.

Los dos puntos anteriores verifican que la topologia de Zariski en Ag estd
estrictamente contenida en la topologia euclidiana de AZ.

Toda funcién inyectiva f: A} — A} es continua en la topologia de Zariski:
basta recordar que la preimagen de un singleton bajo una funcién inyectiva
sigue siendo un singleton. Dado X := {a1,...,a,} = J,_, {a;} € A} un
conjunto algebraico, se tiene que

X)) = Uz {aid)
F{ai})

i=1

U},

Il
“
< =

<
[

para algunos b; € A}. Esto verifica que f~!(X) es finito, y por tanto un
conjunto algebraico de Al.

Como conjuntos, se tiene que A? = Al x Al por lo que es natural pregun-
tarnos cémo se relacionan la topologia de Zariski de A? con la topologia
producto de A}, x A}. Resulta que estas topologias no coinciden: por ejem-
plo, X :=V(z —y) = {(a,a): a € k} es por definicién un Zariski-cerrado
de A%, pero en A}C X A}C no puede ser cerrado porque en ese caso tendria
que poder escribirse como producto de conjuntos finitos, el que va a te-
ner cardinalidad finita, lo que choca con el hecho de que X es claramente
infinito.



1.2. El ideal asociado a un conjunto algebraico

Familias de polinomios distintas pueden definir el mismo conjunto algebraico.
Por ejemplo, el origen (0,0) € A2 aparece como V(x,%) y como V(2z, z+¥), pero
los polinomios de cada familia son evidentemente distintos. ; Podemos evitar tal
ambigliedad?

Dado un conjunto algebraico V' := V(fy,..., f,), es claro que cada f; se
anula en puntos de V—es su lugar de ceros después de todo. También, deberia
ser claro que para todos g1, ..., gr € k[x1,...,2,] se tiene que

gfi+--+gfreV,

es decir, todo polinomio en el ideal (f1,..., fr) C k[x1, ..., 2,] también se anula
en V', o equivalentemente,

V({f1,-- - fr)) SV

Resulta que esta contencién es de hecho una igualdad:

Proposicion 1.5. El lugar de ceros de una familia de polinomios es el mismo
lugar de ceros del ideal que genera esta familia. Es decir, si T C k[x1,...,x,],
entonces V(T') = V((T)).

Demostracion. De acuerdo a la discusion anterior, queda por probar solo la
inclusién C. Consideremos a € V(T), es decir, a anula a todo polinomio de T
Debemos probar que a también anula a todo polinomio en (7).

Consideremos f € (T) arbitrario. Por definicién, f se escribe como una
combinacién kzy,...,z,]|-lineal de elementos de T, es decir, f = >.I_, g;s;
para algin r € N, con cada g; € k[z1,...,2,] ¥y s; € T. Por tanto,

fla) =351 9i(a)s;i(a)
= Z;=1 gj(a) -0
=0.
Por tanto, f € V((T)). O
Esta Proposiciéon permite especializar nuestro estudio no a cualquier fami-

lia de polinomios, sino a ideales de un anillo de polinomios. En particular, no
perdemos generalidad al reescribir la asignacién funtorial V(—) como

v ideales de . conjuntos
’ klz1,...,z5] algebraicos de A7 [~
Es natural preguntar si existe una construccién inversa a V(—), que a cada

conjunto algebraico de A} asigne un ideal. Dado X C A} escribamos como I(X)
al conjunto de todos los polinomios que se anulan en X, es decir,

I(X):={f € klz1,...,z,]: f(a) =0 para todo a € X}.



Se verifica rdpidamente que I(X) es un ideal de k[x1, ..., 2,], y que de hecho es
un funtor contravariante

I subconjuntos de . ideales de
‘ A} klx1,..., 2] ’

pues dados X1 C Xy C A7, se tiene que un f € I(X>) se anula en todo elemento
de Xs, en particular los de X7, por lo que f € I(X).

Asi, nuestra misién es determinar cémo se relaciones las construcciones V e
I. En particular, querremos determinar si es que son inversas una de la otra, y
si no lo son, qué condiciones podemos imponer sobre nuestros objetos de interés
para que si lo sea.

El caso de la composicién V(I(X)) para X C A} es particularmente espe-

ranzador:

Proposicién 1.6. Dado X C A}, se tiene que X C V(I(X)), con igualdad si y
solo si X es un conjunto algebraico.

Demostracion. En orden, probamos que la primera contencién siempre se tiene,
y que la segunda ocurre si y solo si X es algebraico.

C: Todo punto de X anula a todo polinomio que se anula en los puntos de
X.

Ahora, supongamos que X es un conjunto algebraico.
= : Si X = V(I(X)), entonces es un conjunto algebraico por definicién.

<= Basta probar que la otra contencion es cierta en este caso.

D: Probemos la afirmacién contrareciproca. Escribimos X = V(J) para
algun ideal J C k[z1,...,ky,]. Por tanto, dado a ¢ X, podemos en-
contrar algin polinomio f € J que no se anule en a. Ahora, como
J C I(X), en particular hemos encontrado un polinomio f € I(X)
que no se anula en a, es decir, que a ¢ V(I(X)). O

Por lo tanto, si restringimos los objetos de la correspondencia a
conjuntos ideales de
algebraicos de A} klz1, ..., z5] ’
de hecho V es la inversa de I.

Vemos qué ocurre con la otra composiciéon. Por definicién, es claro que si
J C klx1,...,zy,] es un ideal, entonces

J S I(V(])),

pues todo polinomio en J es uno de los polinomios que se anulan en los ceros de
los polinomios de J—valga la redundancia. ;Serd esta contenciéon una igualdad?
En general, no:



Ejemplo 1.7. En k[z], tanto (x) como (22) definen el mismo lugar de ceros
en Aj: el conjunto {0}. Sin embargo, I({0}) = (z) # (2?), pues en (z?) no hay
elementos de grado 1.

Esto basta para ver que la correspondencia I(—) no es inyectiva. Por tan-
to, nos interesaria poder distinguir alguna familia de ideales de modo que la
asignacion si sea biyectiva. El ejemplo anterior es sintoma de algo méas profun-
do: la construccién I(—) no registra las multiplicidades de un cero. Esto nos
indica que de haber una correspondencia biyectiva, no es con todos los ideales
de k[z1,...,zy], sino que solo con aquellos formados polinomios cuyos ceros no
tienen multiplicidad mayor a 1, es decir, con ideales radicales. Esto es insinuado
por el hecho de que I(X) siempre es radical:

Proposicién 1.8. Dado cualquier conjunto X C A}, se tiene que I(X) es un
ideal radical de klxq, ..., xy,)].

Demostracion. Hay que probar que I(X) = /I(X), lo que hacemos via doble

contencion:
C: Es un hecho general que un ideal esta contenido en su radical.

D: Por definicién, los f € \/I(X) son aquellos polinomios que tienen alguna

potencia que se anula en todo X. Como k[z1,...,z,] es un dominio entero,
si fi(a) = 0 para algin j € N, a € X, entonces f(a) = 0, por lo que
fel(X). O

Un intento noble de solucionar esta situacién ciertamente es solo considerar
ideales radicales de k[z1, ..., z,]. Lamentablemente, esto no suficiente, pues por
mucho que estemos considerando solo ideales radicales, un ideal puede tener
lugar de ceros vacio. Este es el caso de (22 +1) € R[z], que es primo y por tanto
radical, pero cuyo lugar de ceros en A} es (). Asi, todo polinomio que no tenga
soluciones en su cuerpo de base tiene lugar de ceros vacio, por lo que en este
caso no podemos tener inyectividad.

Por tanto, si queremos determinar una correspondencia biyectiva, lo minimo
que debemos hacer es considerar solo los ideales radicales de k[xy,...,2,], ¥
trabajar con k algebraicamente cerrado. El hecho de que estas hipétesis sean
todo lo que hay que pedir para que se arregle nuestra vida es crucial para
la geometria algebraica, y la literatura suele rendirle honores conservando el
nombre del Teorema en su idioma alemdn original: Nullstellensatz (lit. “Teorema
del lugar de ceros”):

Teorema 1.9 (Nullstellensatz de Hilbert, 1893). Sea k un cuerpo alge-
braicamente cerrado. Dado un ideal J C klx1,...,z,], se tiene que

I(V(J)) =T,



es decir, V y I definen una correspondencia biyectiva

conjuntos ideales radicales de
algebraicos de A} - klx1, ..., 5] ’

La demostracién de este resultado es técnica, y la dejamos en el Apéndice A
para quién desee leerla. De momento, nos quedamos con una lista de aplicaciones
relevantes. Unas palabras de advertencia: cada vez que querramos aplicar el
Nullstellensatz (o alguna de sus consecuencias) debemos asegurarnos de estar
trabajando sobre un cuerpo algebraicamente cerrado.

Ejemplo 1.10.

(1) Podemos probar de forma mds elegante que si Z C A} es un conjunto
algebraico, entonces V(I(Z)) = Z. En efecto, sea J C k[zy,...,2,] un
ideal tal que V(J) = Z. Directamente,

donde en la segunda igualdad ocupamos el Nullstellensatz, y en la tercera
el que J es un ideal radical.

(2) Como k[x] es un dominio de ideales principales, todo ideal J C k[x] se
escribe como J = (f) para algin f = (v —a1)* ... (z — a,)* € k[z]. Asi,
su lugar de ceros es V(f) = {ay,...,a,}. Por tanto,

I(V(J)) =VJ
= (‘T_alv"'am_aT)7
donde la primera igualdad ocupa el Nullstellensatz.

(3) Se puede probar de forma sencilla que el ideal de todo el espacio es (0).
En efecto, se tiene que

I(AL) = 1(V(0))

donde la segunda igualdad utiliza el Nullstellensatz.

(4) El ideal de la interseccién de dos conjuntos algebraicos es el radical de su



suma. En efecto, dados X1, Xo € A} conjuntos algebraicos, se tiene que

I(X, N Xs) = H(V(H(Xm n V(H(Xm)

H(V(]I(Xl) + I[(XQ)))
= VI(X1) + 1(X2),

donde la ultima igualdad es por Nullstellensatz.

1.3. El anillo asociado a un conjunto algebraico

Sea k un cuerpo. La propiedad universal de las dlgebras de polinomios in-
dica que dado a € A}, hay un dnico morfismo ev,: k[z1,...,x,] — k, llamado
morfismo de evaluacion en a que envia x; — a;. El considerar todas estas
evaluaciones al mismo tiempo es el hecho natural de que podemos evaluar cual-
quier polinomio en cualquier punto. Formalmente, estamos observando que todo
polinomio induce una funcién

fAY —k

a+— evy(f),

llamada una funcién polinomial en Aj. El conjunto de todas estas funciones
polinomiales se denota como k[A}], y se llama el anillo de coordenadas de A},
aunque también es una k-algebra, y solemos utilizar principalmente esta estruc-
tura en vez de solo la de anillo:

Lema 1.11. Dado un cuerpo k, el conjunto k[A}] es una k-dlgebra de tipo
finita. La estructura de anillo son la suma y producto punto a punto, y la accion
de k es escalar.

En nuestro dia a dia, tenemos la costumbre de no distinguir entre un polino-
mio y la funcién polinomial que define, principalmente porque solemos trabajar
en contextos en los que de partida no hay ambigiiedad. Pero si pueden haber
problemas, y aparecen cuando consideramos cuerpos finitos:

Ejemplo 1.12. En Fy[z], los polinomios 0 y 22 + x son elementos distintos,
pero inducen la misma funcién polinomial en k[Alle], a saber, la constante 0.

Para solucionar este problema de ambigiiedad basta considerar cuerpos infi-
nitos. Este hecho general no es directo, y una demostracién se puede encontrar
en [CLO18, Proposition 5, Corollary 6]. En nuestro caso, nos interesan los cuer-
pos algebraicamente cerrados, que siempre son infinitos. Una ventaja de trabajar
en el caso algebraicamente cerrado es que podemos dar una prueba simple de
la no-ambigiiedad usando el Nullstellensatz:
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Proposicion 1.13. Si k es un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces dos
polinomios f,g € klx1,...,xy,] definen las mismas funciones polinomiales en
k[A}] si y solo si son iguales.

Demostracion. Veamos ambas implicancias.
<= Si f=g,esclaro que f = g.

— : El que f(z) = (=) para todo = € A}, es equivalente a que (f — §)(z) = 0
para todo A7, es decir, a que f —g € I(A}). El Ejemplo 1.10(4) indica que
I(A}) = (0), de lo que f — g = 0, que es equivalente a lo afirmado. O

Esto, de pasada, verifica que los anillos k[A}] y k[z1,...,z,] son candnica-
mente isomorfos, por lo que a partir de ahora omitimos el simbolo ~ sobre f, a
menos que sea necesario.

Restringiendo las funciones polinomiales de A} a sus conjuntos algebraicos
X C A7, obtenemos funciones polinomiales definidas en X. El conjunto de
todas estas funciones polinomiales se denota k[X], lo que nos permitird hablar
de “subconjuntos algebraicos” (contenidos en un conjunto algebraico, como una
curva dentro de una superficie).

Al igual que antes, k[X] es una k-dlgebra con las mismas operaciones, y se
llama el anillo de coordenadas de X. Una pregunta natural es si en este caso
hay ambigiiedad entre funciones polinomiales y polinomios. Sigamos la misma
idea que antes: dados f, g € k[z1,...,z,], se tiene que

flx =3dlx

Por tanto, no hay ambigiiedad siempre que estemos considerando la corres-
pondencia de k[X] con el cociente k[x1,...,x,]/I(X) X, en vez de con todo
klx1,...,xy,]. El siguiente lema describe la correspondencia de forma explicita:

Proposicién 1.14. Dado un conjunto algebraico X C A}, se tiene que las
k-dlgebras k[X] y k[z1,...,z,]/I(X) son candnicamente isomorfas.

Demostracion. Consideremos el morfismo de k-algebras de restriccién,

resx: k[x1,...,2,] — k[X]
f— flx,

que es claramente sobreyectivo (basta considerar el polinomio sin restringir co-

11



rrespondiente). Calculando su kernel directamente, obtenemos que

Por tanto, el Teorema del kernel nos indica que k

ker(resx) = {f € Kler,..,aa): flx =0}
={f €klzy,...,z,]: f(a) =0,Ya € X}
— I(X).

Mepsonl o pix). 0

Veamos algunos ejemplos concretos de anillos de coordenadas:

Ejemplo 1.15. Los ejemplos (2) y (3) fueron recuperados de [Har10, Problema
1.1(a,b)].

(1)

Pictéricamente, el conjunto algebraico X := V(z) C A? corresponde al
eje y. Pensando en su anillo de coordenadas, es intuitivo que el restringir
una funcién polinomial de k[A2] = k[z,y] al eje y, resulta en una fun-
cién polinomial sin variable x. Esta idea se formaliza haciendo el calculo:
basta notar que I(X) = I(V(x)) = (z), donde la tercera igualdad usa el
Nullstellensatz y que (x) es radical. Asi,

En A?, sean X; := V(z), X5 := V(y) y X3 := V(y — 2°). En el pun-
to anterior probamos que k[X;] = k[y]. Un cédlculo similar muestra que
k[X2] & klz], y es sabido que k[x] & k[y] de forma candnica. El ideal
(y — x?) también es primo y por tanto radical, por lo que el mismo argu-
mento de antes muestra que

Kz, y)
k[Xs] = ———5 = k],
(y —2?)
donde el iltimo isomorfismo es debido que en ese cociente cada instancia de
y en un polinomio se reemplaza con z2, por lo que solo quedan polinomios
en .

Asi, hemos encontrado tres conjuntos algebraicos distintos con anillos de
coordenadas isomorfos. Esto no es coincidencia, pero lo explicaremos pos-
teriormente.

Sea X := V(zy — 1) C AZ. Como (zy — 1) es primo (es generado por un
irreducible), es radical, por lo que el argumento estdndar verifica que

klz, y]
(zy — 1)

donde el tltimo isomorfismo viene de que en el cociente cada producto
2y es igual a 1, es decir, x (o y) es invertible. Esto verifica que un anillo

KX = > fr,a7"),

12



de coordenadas no es necesariamente un anillo de polinomios, pues en
este caso resulté en una localizacién de uno (estamos localizando por las
potencias de z).

Como anunciamos antes, los anillos de coordenadas de una variedad permiten
formalizar el concepto de que una familia de polinomios se anule en puntos de un
conjunto algebraico dado. En primera instancia, veamos que lo que planteamos
sigue funcionando para todo el espacio afin

Gracias al isomorfismo candnico, toda familia de polinomios S C k[z1, ..., zy]
corresponde biyectivamente con una familia de funciones polinomiales S’ C
E[A}]. Asi, escribimos

V(S") :={a€A}: f(a) =0,Vf e S},

y gracias al isomorfismo candnico, se tiene que V(S’) = V(S). Andlogamente,
dado un conjunto X C A}, escribimos

I'(X) = {f € k[AJ]: f(z) =0,V € X},

y gracias al isomorfismo candnico, se tiene I'(X) = I[(X).

La generalizacion a conjuntos algebraicos contenidos en un conjunto alge-
braico fijo X C A} es la natural. Dada una familia de funciones polinomiales
S C k[X], definimos su lugar de ceros relativo a X como el conjunto

Vx(S):={a€e X: f(a)=0,Ya € X}.

Los subconjuntos de X que son el lugar de ceros relativo de alguna familia de
unciones polinomiales se llama un subconjunto algebraico de X. También, dado
un subconjunto Y C X, definimos su ideal relativo a X como el conjunto

Ix(Y) = {f € k[X]: f(a) = 0,Ya € Y}.

Haciendo las modificaciones necesarias (que la verdad son minimas), se puede
demostrar que estas construcciones relativas satisfacen las mismas propiedades
funtoriales que sus contrapartes generales. Entramos solo en los detalles de la
version relativa del Nullstellensatz:

Teorema 1.16 (Nullstellensatz relativo). Sea X C A} un conjunto alge-
braico. Las construcciones Vx(—) y Ix(—) dan biyecciones

subconjuntos . ideales radicales de
algebraicos de X k[X]

Demostracion. El Lema 1.14 (mds Teorema de Correspondencia) implica que
todo ideal radical J C k[X] es isomorfo canénicamente a un ideal radical I C
k[x1,...,2,] que contenga a I(X). Luego, como I(X) C I, se tiene que V(I) C

13



V(I(X)) = X, donde la igualdad es por Nullstellensatz. Esto prueba que a I le
corresponde biyectivamente (nuevamente por Nullstellensatz) un subconjunto
algebraico de X. En particular, la biyecciéon buscada es dada por componer la
proyeccion al cociente con la construccién V(—). O

1.4. Irreducibilidad

En A%, el conjunto X := (zy), que corresponde pictéricamente a la unién de
los ejes x e y, se puede escribir X = V(z) UV (y), es decir, como la unién de dos
cerrados méas pequenos. También, su anillo de coordenadas es

k[X] = K[z, y]/(zy),

que claramente no es un dominio entero, pues las funciones x,y € k[X] son
no-nulas, pero su producto por definicién es nulo. Esto no es coincidencia.

Un conjunto algebraico X C A7 se dice irreducible si no se puede escribir
como unién de subconjuntos algebraicos de X, por lo que el parrafo anterior
verifica que V(zy) es reducible en AZ. De hecho lo que ocurre en este caso es
una instancia de un hecho general.

La idea es que si tenemos una reduccion de un conjunto algebraico X =
X1 U---UX,, los anillos de coordenadas de cada X; nos permitirdn encontrar
elementos no-nulas de las coordenadas cuyo producto si es nulo, y viceversa:

Teorema 1.17. Un conjunto algebraico X C A} es irreducible si y solo si k[X]
es un dominio entero.

Demostracion. Veamos ambas implicancias.

= : Probemos la afirmacién contrareciproca. Supongamos que k[X] no es un
dominio entero, es decir, que hay funciones no-nulas fi, fo € k[X] tales
que f1fo = 0. Como son no-nulas, se tiene que tanto Xy := Vx(f;) como
Xo := Vx(f2) son cerrados propios de X. Finalmente,

X1UXo =Vx(fi)UVx(f2) =Vx(fif2) =Vx(0) =X.
Esto exhibe a X como reducible.

<= Probemos la afirmacion contrareciproca. Supongamos que X es reducible,
es decir, que podemos escribir X = X; U X5 para algunos X;, Xy C X
cerrados propios. Gracias al Nullstellensatz (relativo), el que sean propios
asegura que Ix (X7),Ix(X3) # (0), por lo que podemos elegir f1 € Ix(X7)
y f2 € Ix(X3) no-nulos, y podemos concluir que f; f2 se anula en X;UXy =
X. Asi, fife € k[X] es un producto nulo de funciones no-nulas, lo que
prueba que efectivamente k[X] no es un dominio entero. O

Como k[X] = k[z1,...,2,])/I(X), se tiene que k[X] es dominio entero si y
solo si I(X) es ideal primo de k[x1, ..., x,]. Por el Teorema anterior, esto quiere
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decir que X C A} es irreducible si y solo si su ideal I(X) es primo en el anillo
k[xl, ces ,xn}.

A partir de ahora, un conjunto algebraico irreducible V' C A} se dir4 una va-
riedada afin. También, dado un conjunto algebraico X C A} (no necesariamente
irreducible), sus subconjuntos algebraicos irreducibles se llaman subvariedades
afines de X. Con esta terminologia, podemos enunciar un teorema tipo Nulls-
tellensatz para variedades afines:

Teorema 1.18 (Nullstellensatz en variedades). Sea X C A} un conjunto
algebraico. Hay una correspondencia biyectiva dada por Ix (-) y Vx(—),

{ subvariedades } . ideales primos de
afines de X k[X] .

Ejemplo 1.19.

(1) El anillo de coordenadas de A} es k[z1,...,2,], que es un dominio entero,
lo que indica que A} es irreducible, y por tanto una variedad afin. La
correspondencia del Nullstellensatz se lee

variedades afines ideales primos de
— .
en A} klx1,...,Tn]

(2) En la topologia euclidiana, A%: es reducible porque se puede escribir como
AL =DU(C-D)={z€C:|z|] <1}U{z€C: |z| > 1},

claramente cerrados. Sin embargo, en la topologia de Zariski es irreducible,
porque de lo contrario se escribiria como unién de dos conjuntos finitos,
lo que no tiene sentido.

Intuitivamente, podemos “descomponer” un conjunto algebraico X C A} en
sus partes irreducibles: si X fuese reducible, lo podemos escribir como X7 U X5
para algunos cerrados propios. Si alguno de estos fuese reducible, digamos X7,
lo escribimos como unién de cerrados propios X171 U X2 v asi sucesivamente. Lo
que no es evidente de este procedimiento es que termina en finitos pasos:

Teorema 1.20. Todo conjunto algebraico X C A} se descompone como una
union finita de cerrados irreducibles X = X; U --- U X,..

Demostracion. Basta probar que la cantidad de componentes irreducibles es fini-
ta. Si no lo fuese, de acuerdo a la discusién anterior, tendriamos una cadena des-
cendente de cerrados distintos X DY) DY, D ... (que de hecho son los X7, X1
del parrafo anterior). Por Nullstellensatz, esto corresponderia a una cadena as-
cendente de ideales distintos de k[z1,...,2,], I(X) C I(Y1) C I(Yz) C ..., lo
que no puede ser, pues el Teorema de la Base de Hilbert asegura que el ani-
llo k[x1,...,2,] es noetheriano, y por tanto la tltima cadena es eventualmente
constante. U
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1.5. Funciones regulares (o morfismos)

Hemos cumplido con definir objetos geométricos (las variedades afines), y
sus contrapartes algebraicas (anillos de coordenadas y sus ideales). Mds atn,
hemos visto cémo es el diccionario entre estos dos mundos (los avatares del
Nullstellensatz).

Ahora nos interesa estudiar funciones entre variedades (o mas generalmente,
conjuntos algebraicos), obviamente que tengan aluga contraparte algebraica. In-
tuitivamente, V(z) y V(y) en A? deberfan ser “lo mismo”que A}. Asi, la nocién
de morfismo a la que apuntamos resulta ser una especia de “cambio de coor-
denadas”, como en Algebra Lineal, pero en vez de ser lineales necesariamente,
admitimos grados superiores.

Una funcién F': A} — AJ* se dird regular si sus coordenadas coinciden con
funciones polinomiales A} — AT, es decir, si existen fi, ..., fn, € k[A}] tal que
para todo x € A} se tenga

F(x) = (fi(x),..., fm(x)) € A}
Analogamente, una funcién entre variedades F': V C A} — A}* se dird regular
si sus coordenadas son dadas por funciones en k[V].
Se verifica directamente que estas funciones regulares son de hecho morfismos

para las variedades afines:

Proposicion 1.21. La identidad es una funcion reqular en cualquier variedad,
y la composicion de funciones requlares, de estar bien definida, es reqular. Ast,
las variedades afines con las funciones regulares son una categoria.

Demostracion. La primera afirmacion es clara: dada una variedad afin V' C A7,
se tiene que
idV((xla v ,Jjn)) = (.771, cee 7xn)7

y se tiene que cada x; € k[V]. Por otro lado, consideremos tres variedades afines
VCA™ W CA™ X CA", y funciones regulares

vEw Y x,

tales que F(z) = (f1(z),..., fm(x)) € Wy G(y) = (91(y), .-, 9-(y)) € X para
algunos f; € k[V]y g; € k[W]. De ac4, se tiene

(GoF)(x) =G((fi(2),.- - fm(2)))
= (91((f1($)7 LR fm(x)))7 cee 7gr((f1(x)v LR fm(x)»)’

donde cada coordenada es polinomio en k[X]. O

16



1.6. Funciones racionales

Ahora, queremos extender la familia de funciones que admitimos en varieda-
des, particularmente, a abiertos de ellas.

Dada una variedad afin X C A7, se tiene que su anillo de coordenadas k[X]
es un dominio entero, por lo que tiene un cuerpo de fracciones bien definido,
que llamamos su cuerpo de cocientes polinomiales, y lo denotamos como k(X).
Este objeto es meramente formal, y estda formado por todos los cocientes de la
forma

g, con f,g € k[X].

En contraste al anillo de coordenadas, k(X) no se identifica con funciones X —
k: por ejemplo, dado a € A}, se tiene que —— € k(A}) es un cociente polinomial.
Sin embargo, no define una funcién A,lg — k, pues no tiene sentido evalaurla en
el punto x = a.

Por tanto, el problema al que nos enfrentamos es determinar cuidndo estos
cocientes polinomiales efectivamente definen funciones. Para lograr dar una res-
puesta satisfactoria, vamos a ir cubriendo distintos niveles de abstraccién, cada
uno con su propia importancia. En orden, revisaremos los casos de funciones
definidas en: un punto de A}, en un abierto de A}, en un abierto de una varie-
dad afin (y entre dos de estos), y finalmente en una variedad afin y entre dos
de estas.

Funciones racionales en un punto de A}

Tiene sentido agrupar todas las funciones racionales que si estén definidas en
un punto particular P € A}'. Claramente el inico estorbo es que el denominador
se anule, por lo que una funcién racional estard bien definida en un punto si y
solo si su denominador no tiene a dicho punto como un cero. El conjunto de las
funciones racionales de A}l definidas en P es

Gup = {J; & K(AD): g(P) # o}, (L1)

pero ahora si las podemos identificar con funciones A} — k.

El anillo ﬁAz,p se suele llamar directamente el anillo local de A} en P,
aunque también es una k-algebra, y solemos considerar principalmente esta es-
tructura:

Lema 1.22. Dado punto P € A}, se tiene que Opr p es una k-dlgebra. La
estructura de anillo es dada por la suma y producto punto a punto, y la accion
de k es escalar.

El apellido “local” no es de gratis, sino que es porque el anillo es local en el
sentido de dlgebra conmutativa (es decir, tiene solamente un ideal maximal):
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Proposicién 1.23. Dado P € Ay, el anillo O p es local, con ideal mazimal
Myn p 1= {f S k[ALL] f(P) = O}

Demostracion. Basta probar que todo elemento en ﬁAZ7p —Mpn p €s invertible
(segtin [AM18, Proposition 1.6i]). El que myn p sea un ideal de @xn p es una
cuenta directa, y por tanto lo omitimos.

Para la localidad, notamos que
ﬁAZFP —Mpn p = {J; S k(AZ): f(P) # 0}.

En particular, todo elemento de este conjunto es invertible, con inversa %, que
estd bien definida precisamente porque f no se anula en P.

Funciones racionales en un abierto de A}

Notemos que la condicién de la Ecuacion 1.1 se puede reescribir como

9(P) #0 < P ¢V(g)
> PehAf—-V(g),

es decir, la funcién racional estd definida en P si y solo dicho punto esta en el
abierto A} — V(g). Estos abiertos son importantes, pues forman una base para
la topologia de Zariski de A}:

Proposicién 1.24. Los conjuntos de la forma Day (f) := A} — V(f) para f €
k[A}], forman una base para la topologia de AJ.

Demostracion. Esto es una cuenta directa, pues cada abierto U C A es el com-
plemento en A} del lugar de ceros de finitas funciones polinomiales fi,..., f, €
k[A}]. Asi, efectivamente

U=AL=V(fi,....f;) = AL — (| V()
j=1
= Ulaz - (s =
Jj=1

Por tanto, es natural darle atencién a los abiertos de una variedad afin. Las
funciones racionales en k(A}) bien definidas en un abierto U C A} son aque-
llas definidas en todo punto del abierto simultaneamente, o equivalentemente,
aquellas cuyo denominador se anula exclusivamente en los puntos que el abierto
evita. Asf, las funciones racionales de A}l en el abierto U C A} es el conjunto

Ounp(U) == | [K(A}) = Onp Pl = () Onp.p-

prPeU prPeU
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Muevamente es una k-algebra con las operaciones de antes, y usaremos princi-
palmente esa estructura.

Ejemplo 1.25.

(1) En Oxn(A}), los posibles denominadores son solo aquellas funciones en
E[A7] que no tienen ningin cero en A}. Pero estas son solo las constantes,
por lo que las funciones racionales globales son solo polinomios, es decir,
que Opn(A}) = k[AL] = Kk[z1,. .., 2]

n abierto U C es el complemento de finitos puntos {pi1,...,p,}, por
2) Un abierto U C A}, es el 1 to de finit t
lo que las funciones racionales en U corresponden precisamente a aquellas
cuyos denominadores se anulan en estos puntos,

ﬁAE(U) = {(x _pl)klf'(f)(x_pr)]% : f - k[m], kl S N}

Funciones racionales en una variedad cuasi-afin

Genéricamente, a un abierto de una variedad afin U C X C A} se llama
una variedad cuasi-afin de A}. Si bien X es un cerrado de A}, es abierto en su
propia topologia, por lo que cae dentro de las variedades cuasi-afines.

Definir funciones racionales en el caso de una cuasi-afin U C X es sutil.
De partida, U no es necesariamente un abierto de A}, por lo que en verdad
no tiene sentido considerar @n (U). Otro candidato natural serfa considerar las
funciones racionales de A} restringidas a U, pero, quizés sorpendentemente, esto
no resulta en algo satisfactorio:

Ejemplo 1.26. Consideremos la variedad afin
V= V(zy — zw) C Af,

que claramente contiene al plano W := V(z,y), por lo que U :=V — W es una
variedad cuasi-afin. Por definicién,

€ k(A})

X
)
z

w |8

(i.e., son cocientes polinomiales de A}). La primera solo define una funcién en
Uy := U —V(z), mientras que la segunda solo en U := U — V(y), y es claro que
ni Uy ni Uy son todo U.

Lo interesante es que en la interseccion U; N Us, si podemos definir una
funcién racional a partir de estas sin problemas, pues coinciden: este conjunto
es precisamente donde z y y no se anulan, y se satisface que
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pues aca xy = zw. Como Uy y Us cubren todo U, la funcién

F:U—k

x/zsipely
p=(z,y,2,w) — .
w/y sip € Uy
estd bien definida en todo U. O

Por lo tanto, las funciones racionales en una variedad cuasi-afin deben ser
definidas de modo que admitan a funciones como las del ejemplo anterior, es
decir, definidas parcialmente. Asf, dada una variedad cuasi-afin U C A}, las
funciones racionales F': U — k seran aquellas que

1.7. Dimension

Nos interesa definir una nocién de dimensiéon para un conjunto algebraico
afin. El candidato més razonable es su dimensiéon noetheriana:

Definicién 1.27. Sea X un espacio topolégico.

1. Su dimension noetheriana es el mayor entero d > 0 tal que haya una
cadena estrictamente ascendente ) # Yy C --- € Yy C X de cerrados

=

irreducibles de X de largo d. Se denota dim(X).

2. Dado un cerrado irreducible Y C X, su codimension noetheriana en X es
el mayor entero d > 0 tal que haya una cadena estrictamente ascendente
YCYyCYr--- C Yy C X delargo d de cerrados irreducibles de X que
contengan a Y. Se denota codimy (V).

3. Asf, definimos la dimension de un conjunto algebraico de X C A} como
su dimension noetheriana, y dado una variedad afin Y C X, definimos su
codimension en X como su codimensién noetheriana en X.

Observacion. En el dltimo punto de la definicién anterior, es importante notar
que Y, aparte de tener su codimensién en X asociada, también tiene una di-
mensién noetheriana como espacio topolégico independiente de X, y en general
no estan obligadas a coincidir.

Ejemplo 1.28. Las tnicas cadenas estrictamente ascendentes de variedades
afines en A}, son las de la forma {a} C A} para algin a € A}, por lo que
dim A} = 1. Por otro lado, la misma cadena verifica que codimys ({a}) = 1.

A priori, no es claro que la dimensién de un conjunto algebraico sea fini-
ta, y mucho menos cémo calcularla de ser finita, por lo que hay que ir a buscar
respuestas a otro lugar. Recordemos del Corolario 77, que cualquier conjunto al-
gebraico tiene una descomposiciéon en componentes irreducibles, por lo que seria
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deseable, de algiin modo, calcular su dimensién utilizando estas componentes.
Esto se unifica con la siguiente intuicién: un conjunto algebraico X C A} puede
tener varias componentes, todas de distintas dimension, pero la dimension de
X debe ser lo suficientemente “grande” de modo que registre a la componente
mas “grande” que tenga. La pregunta natural es ;necesitamos efectivamente
mas dimensién que la de la componente més “grande”? La respuesta, satisfac-
toriamente, es que no, y de hecho esto no aplica solo a conjuntos algebraicos,
sino que a espacios topoldgicos noetherianos en general (cf. [Gat21, Observacién
2.31(a))):

Lema 1.29. Sea X un espacio topoldgico noetheriano. Dada su descomposicion
en componentes irreducibles X = X1 U ... X,., se tiene que

dim(X) = méx {dim(X;),...,dim(X,)}.

Una de las desventajas de esta caracterizacién de la dimensién es que no
coopera mucho a la hora de sacar cuentas. Para solucionar esto, es conveniente
aplicar nuevamente la filosofia de usar herramientas algebraicas para obtener
informacién geométrica. El Corolario 1.18 da una correspondencia biyectiva en-
tre variedades afines e ideales primos de sus anillos de coordenadas, y por tanto,
también entrega una correspondencia biyectiva entre cadenas ascendentes de
subvariedades afines con cadenas ascendentes de ideales primos en sus anillos de
coordenadas. Asi, si tuviésemos una buena nocién de dimensién de un anillo, en
el sentido que sea referente a cadenas ascendentes de ideales primos, podriamos
deducir informacién sobre la dimensién de una variedad afin.

Interludio: teoria de dimensién en algebra conmutativa

El drea del dlgebra conmutativa que lidia con el problema de definir (y poste-
riormente estudiar) una nocién de dimensién en anillos y sus ideales se llama—
muy originalmente—teorfa de dimensién. Una referencia estandar es [AM18,
§11], y una menos estandar es [Gat14, §11].

Definicion 1.30. Sea R un anillo.

1. La dimension de Krull de R es el mayor entero d > 0 tal que haya una
cadena estrictamente ascendente pg C --- C pg de largo d de ideales primos
en R. Se denota Kdim(R).

2. La altura de un ideal primo p C R es el mayor entero d > 0 tal que haya
una cadena estrictamente ascendente pg C --- C pg de largo d de ideales

primos en R contenidos en p. Se denota htr(p), y omitimos el subindice
si el anillo ambiente es claro del contexto.

Ejemplo 1.31. Veamos algunos ejemplos de dimensién de anillos.

(1) El dnico ideal primo de un cuerpo k es el (0), por lo que solo hay una tnica
cadena de ideales primos posible: la trivial. Esto verifica que Kdim(k) = 0.
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(2)

En un dominio de ideales principales R que no es cuerpo, es sabido que las
nociones de ideal primo y la de ideal maximal coinciden. Por tanto, toda
cadena estrictamente ascendiente de ideales primos en R es (0) C m, con
m un ideal maximal de R. Esto verifica que, en este caso, Kdim(R) = 1.

En particular, Z y k[z] son dominios de ideales principales y no son cuer-
pos, por lo que el punto anterior asegura que tienen dimensién de Krull
igual a 1.

En k[, y], los tnicos ideales primos son (0), los generados por un elemento
irreducible (f), y los maximales (x — a,y — b) para algunos a,b € k. Por
tanto, las cadenas estrictamente ascendentes de ideales primos de k[z, y]
mas largas son precisamente las del tipo

0) & () & (@—ay-0),
por lo que Kdim(k[z, y]) = 2.

Maés generalmente, se puede probar utilizando el Teorema de normalizacién
de Noether, que Kdim(k[z1,...,z,]) = n. De momento, esto es omitido,
pero si alguien quiere ver una demostracién, puede ir a [Gat14, Proposicién
11.9(a)].

Ahora, presentamos unos cuantos resultados relevantes sobre esta nocién de
dimensiéon. No probamos nada, pero todos los resultados seran debidamente
referenciados.

Lema 1.32.

(1)

3)

El cocientar un anillo R de dimension de Krull finita en el que todas
las cadenas ascendentes de ideales primos de R de largo maximal son del
mismo largo, por un ideal primo p C R, mantiene estas propiedades, y

Kdim(R) = Kdim(R/p) + ht(p).

(Hauptidealsatz de Krull). Sea R un anillo noetheriano. Dado un ideal
principal (x) C R, se tiene que todo ideal primo p minimal entre los que
contienen a (x) tiene altura ht(p) < 1, y hay igualdad si x no es divisor
de cero ni invertible.

Sea R un dominio entero noetheriano. Se tiene que R es un dominio de
factorizacion unica si y solo si todos sus ideales primos de altura 1 son
principales.

Referencias. (1) estd en [Gatld, Lema 11.6(a,b)]; (2) en [Gatl4, Proposicién
11.15] o en [AM18, Corolario 11.17]; y (3) en [Gat21, Proposicién 2.37] O

Prontamente estudiaremos ejemplos, todos de naturaleza geométrica, par-
ticularmente las interpretaciones e implicancias geométricas de los resultados
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vistos. De momento, vamos a revisar otra nocion algebraica de dimensién de
un anillo, una que toma inspiraciéon del algebra lineal. Acd, la dimension es
el nimero maximo de vectores independientes que satisfacen un polinomio de
grado 1 con coeficientes en el cuerpo base. Por tanto, la generalizacién natural
seria considerar ya no polinomios lineales, sino de cualquier grado, y no sobre
un cuerpo, sino sobre un anillo. En este instancia nos centramos solo en el ca-
so de extensiones de cuerpos, porque son mejor portadas y es el caso que nos
interesa para hacer geometria. El primer desafio es fijar una idea decente de
“independencia”:

Definicién 1.33. Sea L/k una extensién de cuerpos. Decimos que un conjunto
B C L es k-algebraicamente dependiente si existe algin f € k[zq,...,2,] no
nulo tal que f(b1,...,b,) =0, con b; € B. En el caso contrario, decimos que B
es k-algebraicamente independiente. Si ademds B es maximal (en el sentido que
agregarle cualquier elemento a € L — B hace que BU{a} sea k-algebraicamente
dependiente), decimos que B es una k-base de transcendencia para L.

Una diferencia importante con algebra lineal es que en ninguna parte de
la definicién de base de trascendencia solicitamos que estas generen de ningin
modo a la extension en cuestion. Lo que si ocurre es que L es algebraica sobre
el subcuerpo generado por B y el k:

Lema 1.34. Sea L/k una extensidn de cuerpos. Un subconjunto B C L es
k-base de trascendencia si y solo si la extension L/k(B) es algebraica.

Demostracion. Esta demostracién estd adaptada de [Wri06, p. 2]. Probemos
ambas implicancias.

<=: Sea a € L algebraico sobre k(B), es decir, que satisface una ecuacién
polinomial con coeficientes en k(B), digamos

plbla"'7 ) 1
——a'=0,
Z Gr b

)

con p;,q; € k[z1,...,2,] y b; € B. Eliminando los denominadores (basta
multiplicar por ¢g...¢n a ambos lados de la igualdad), se obtiene un
polinomio en k[z1,...,2,] que se anula en «, lo que verifica que B U {a}

es k-linealmente dependiente. Por tanto, B es efectivamente maximal.

= : Si B es maximal, dado o € L—B se tendra que SU{«} es k-algebraicamente
dependiente, por lo que podemos encontrar f € k[xy, ..., 2,] de modo que
f(by,...,bp_1,0) = 0, para algunos b; € B. Agrupar las potencias de «
que aparezcan en el desarrollo, resulta en una expresién polinomial a co-
eficientes en k(B) que se anula en «, y como « era arbitrario, esto verifica
que L/k(B) es algebraica. O

Ejemplo 1.35. Veamos algunos ejemplos de dependencia algebraica.
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(1) Sea L/k una extensién de cuerpos. Por definicién, el que a € L sea alge-
braico sobre k es precisamente que el conjunto {a} sea k-algebraicamente
dependiente.

(2) Por tanto, el que una extensién L/k sea algebraica es precisamente que
todos los elementos de L son k-algebraicamente dependientes, por lo que
en la tnica k-base de trascendencia para L es {).

(3) Dado un cuerpo k, el cuerpo de fracciones de sus polinomios

L := Frac(k[zq,...,x,]) = {£ frg €klxy,. ..., xn],9# 0}

es una extension de k, y el conjunto B := {z1,...,2,} C L es una k-base
de trascendencia para L. En efecto, si un polinomio con coeficientes en k
se anula en B, eso por definicién estd indicando que tal polinomio es el
polinomio nulo, es decir, B es k-algebraicamente independiente. Por otro
lado, es sabido que el subcuerpo de L més pequeno que contiene a k y a las
variables es el mismo L, es decir L/k(B) es trivial, y por tanto algebraica.

Ahora, presentamos el Teorema principal sobre bases de trascendencia. De-
beria recordar a algebra lineal, pues una de las primeras cosas que se demuestra
es que todo espacio vectorial tiene una base, y que todas las bases tienen la
misma cantidad de elementos. Nuevamente, no lo probamos, pero la referencia
es [Gatl4, Lema 11.28, Proposicién 11.29]:

Teorema 1.36. Toda extension de cuerpos L/k tiene alguna k-base de trascen-
dencia B. De ser finita, cualquier otra k-base de trascendencia tiene la misma
cantidad de elementos que B.

Por tanto, la siguiente definicién esta hecha sin ambigiiedad:

Definicién 1.37. Sea L/k una extensién de cuerpos. De ser finita, la canti-
dad de elementos de una k-base de trascendencia de L se llama el grado de
trascendencia de L sobre k, y se denota trdeg, (L).

Ejemplo 1.38. Veamos un par de ejemplos de grado de trascendencia.

(1) El Ejemplo 1.35(2) prueba que toda extensién algebraica L/k tiene gra-
do de trascendencia trdeg, (L) = 0. Esto es cierto particularmente para
trdeg,, (k).

(2) El Ejemplo 1.35(3) verifica que trdeg, (Frac(k[z1, ..., xs])) = n.

Podemos notar una similitud entre la dimension de Krull y el grado de tras-
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cendencia: si k es un cuerpo, entonces

Kdim(k) = trdeg, (k) = trdeg; (Frac(k)) =0, y también
Kdim(k[z1, ..., z,)) = trdegy, (Frac(k[z1, ..., x,])) = n.

Esto no es en absoluto una coincidencia. Usando el Teorema de normalizacién
de Noether, se puede probar lo siguiente:

Teorema 1.39. Sea k un cuerpo. Dada R una k-dlgebra de tipo finita que es
dominio entero, se tiene que

Kdim(R) = trdeg, (Frac(R)).

Referencia. En [Gat14, Proposicién 11.31]. O

De vuelta a la geometria

La correspondencia entre cadenas ascendentes de variedades y cadenas ascen-
dentes de ideales primos, mas el Teorema 1.39, prueba mas de lo que desedbamos,
vale decir, no una, sino dos formas algebraicas de computar la dimensién de una
variedad:

Teorema 1.40. Dada una variedad afin X C A} se tiene que
dim(X) = Kdim(k[X]) = trdeg, (Frac(k[X])),
y dada una subvariedad afin Y C X, se tiene que
codimy (Y') = hty,x)(I(Y)).
Ejemplo 1.41. Podemos calcular dim(A}) de dos maneras equivalentes: por

el Ejemplo 1.31(5), se tiene que dim(A}) = Kdim(k[z1,...,z,]) = n; también,
usando el Ejemplo 1.38(2), se tiene dim(A}) = trdeg,, (Frac(k[z1,...,2,])) = n.

Con este resultado, podemos dar interpretacién geométrica a los resultados
que vimos anteriormente. El lema 1.32(1,2) se traduce como sigue (después nos
encargaremos del tercer punto):

Lema 1.42. Sea X C A} una variedad afin.

(1) Dada una subvariedad afin Y C X, se tiene que

dim X = dimY + codimx (Y).

(2) Si f € k[X] es no-nula, entonces cada componente irreducible de la sub-
variedad V(f) C X tiene codimension 1 en X, y por el punto anterior,
tiene dimension dim X — 1.
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Ejemplo 1.43.

(1) Sea X := V(y—=2?) C AZ. Es una variedad afin (en particular, irreducible)
porque su anillo de coordenadas es k[X] = C[z,y]/(y — 2?) = Clz], que es
dominio entero. Asi, su tinica componente irreducible es el mismo X. Por
tanto, la parte (2) del lema anterior indica que dim(X) = dim(A%)—1 = 1.

(2) El conjunto algebraico X := V(zz,yz) C A} corresponde pictéricamente a
la unién del plano de ecuacién z = 0 (es decir, a X7 := V(z)), con la recta
X5 :=V(x,y), ambas partes irreducibles. Como z es irreducible, el punto
(2) del lema anterior indica que X; tiene dimensién dim(A}) —1 =2,y
el punto (1) que por tanto X» tiene dimensién 1. Por tanto, dim(X) =
méx {1,2} = 2. También, dado a € X se puede calcular

codimy, ({a}) = dim(X;) — dim({a}) =2 -0 =2,

y similarmente, dado b € Xa, se tiene que codimy, ({b}) = 1.

La pregunta natural es si hay alguna manera sencilla de calcular la dimensién
de un conjunto algebraico. El ejemplo anterior es evidencia a favor de que la
dimensiéon de una componente se puede calcular como la codimensién de un
punto en la componente que habita (cf. [Gat21, Observacién 2.31(b)]):

Lema 1.44. Sea X C A} un conjunto algebraico y X = X1 U--- X, su des-
composicion en variedades afines. Se tiene que dim(X;) = codimy, ({a}) para
a € X;. En particular, podemos calcular

dim(X) = méx {codimx ({a}): a € X}.

En general, nos van a interesar los conjuntos algebraicos cuyas componentes
irreducibles son todas de la misma dimensién:

Definicién 1.45. Un conjunto algebraico X C A} se dird de dimensidn pura si
todas sus componentes irreducibles son de la misma dimensién. En particular,
un conjunto algebraico se llama una curva si tiene dimensién pura 1, superficie
si tiene dimensién pura 2, y si Y C X es de dimensién pura dim(X) — 1 (equi-
valentemente, si todas sus componentes irreducibles tienen codimensién 1), se
dird una hipersuperficie en X.

Con esta notacién, podemos interpretar geométricamente el lema 1.32(3):

Lema 1.46. El ideal de cualquier hipersuperficie X C A} es principal, y el
generador es Unico salvo multiplicar por unidades de k[xy, ..., Ty,)].

Demostracion. Sea X = X1 U---U X, su descomposicién en componentes irre-

ducibles. Como X es hipersuperficie, se tiene que codimy (X;) = 1, y por tan-
to I(X;) es un ideal primo de k[z1,...,z,] con altura ht(I(X;)) = 1. Como
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k[x1,...,2,] es un dominio de factorizacién tnica, el lema 1.32(3) indica que
cada I(X;) es principal, digamos con generador f; € k[z1,...,z,]. Finalmente,
basta notar que I(X) = (fy - - f), que es principal. O

Por lo tanto, la siguiente definicién no es ambigua:

Definicién 1.47. Sea X C A} una hipersuperficie de ideal I(X) = (f). El
grado de X, denotado deg(X) es el grado de f. Si el grado es 1, 2, 0 3, diremos
que la hipersuperficie es lineal, cuadrdtica o ctbica, respectivamente.
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A. Demostracion del Nullstellensatz

Un camino estandar para demostrar este resultado, es probar primero alguna
de las “versiones débiles”, y luego usar un truco algebraico para deducir la
version que nos interesa. Ahora, en la literatura hay varios Teoremas equivalentes
que son referidos como el “Nullstellensatz débil”. Nosotros elegimos uno de estos
de forma (no tan) arbitraria:

Teorema A.1 (Nullstellensatz débil, versién punto—ideal maximal).
Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado no-numerable. Hay una corresponden-
cia biyectiva entre puntos de A} e ideales mazimales de k[z1,...,x,], dadas
por

{puntos de A}'} «—— { ideales maximales }
k

de k[z1,...,z,]
a — ker(ev,)

(Dm(21), - Om(Tn)) —— m

donde ¢n es el unico morfismo de k-dlgebras klxq, ..., x,] — k de kernel m.

Hay bastante que desempacar de este Teorema, por lo que desmenuzaremos
su demostracién en dos partes. Es importante notar que hay una hipétesis adi-
cional en el enunciado—que el cuerpo base sea no-numerable—que parece algo
gratuita. El motivo de hacer esto es porque la demostracion se vuelve mas senci-
lla, y porque siempre podemos reducir el caso no-numerable al caso general. No
entraremos en detalle de como hacer eso, pero hay una respuesta satisfactoria,
més una discusién interesante, en [MO1].

Lema A.2. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado no-numerable. Se tiene
que
ker: Homy_aig(k[z1,. .., 2], k) — Specm(klz1,...,zy])

¢ — ker(¢)

es una asignacion biyectiva.

Demostracion. Probamos la inyectividad y sobreyectividad por separado.

(1) Para la inyectividad, sean ¢1,¢s € Homy_aig(k[z1,. .., 2,], k) tales que
ker(¢1) = ker(¢2). Dada una variable z; € k[z1,...,x,], se tiene que
$1(zj) =b < ¢1(z; —b) =0
< z; — b€ ker(¢y)
< x; — b € ker(¢)
<= ¢o(z; —b) =0
= ¢1(z;) =0,
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de lo que cada variable toma un solo valor. Por otro lado, dado a €
klx1,...,2,] polinomio idénticamente igual a a € k, se tiene que

¢1(a) = ag1(1) = ada(1) = ¢2(a).

Para la sobreyectividad, notamos que a cada m € Specm(k[z1, . .., y,]), le
corresponde un cuerpo Fy, := k[z1,...,z,]/m, el cual es extensién de k. Si
la extension es trivial, es decir, Fy, = k, entonces la proyeccién candnica

k‘[l‘l, “ee ,In]

w:klr, .. 2, —
m

klz1,...,x

tiene ker(w) = m, y como nl — k, de hecho hemos probado la

sobreyectividad en este caso.

Probemos que el caso en que la extension es no-trivial no puede ser. Para
ello, calcularemos el grado de la extension de dos formas distintas, que
resultaran ser incompatibles.

En efecto, supongamos que Fy, es una extensién no-trivial de k, y veamos
que esto fuerza que el grado de la extensién sea no-numerable. Dado un
T € F, — k, como estamos suponiendo que k es algebraicamente cerrado,
se tiene que T es trascendente sobre k, y por tanto el subcuerpo de Fy,
generado por k y T es isomorfo a k(T'), el cuerpo de las fracciones en la
variable T'. Consideremos el conjunto no-numerable

1
_ - C
{TA Aek}_k(T)_Fm,

y probemos que sus elementos son k-linealmente independientes entre si:
considerando una combinacién k-lineal nula de ellos, se tiene

Zcu ! =0 << Za,\inae]c(f)\_ @) =0

T—X T
A€k AEE
= Y a|[[@-0)| =0
Aek aEX

donde en la primera equivalencia multiplicamos a ambos lados de la igual-
dad por el producto que aparece, y en la segunda simplificamos la fraccion.

Ahora, para cada Ag € k, evaluamos la ultima igualdad en T' = Ay, obte-
niendo que

ZaA H()\O—a) =0 <= ay, H (M—a)=0

Aek a#\ a#Xo

> ay, =0,
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donde la primera equivalencia es porque el factor A\g — « en la izquierda no
es cero si y solo si a # A, lo que ocurre solo cuando A = Ag; y la segunda
porque la productoria de la derecha no se anula y estamos trabajando en

un dominio entero. Esto prueba la independencia k-lineal entre todos los
1
T—Xx"

En particular, todo esto prueba que en Fy, hay al menos tantos elementos
k-linealmente independientes entre si como elementos de k, el que es no-
numerable. Por tanto [Fy, : k] = dimy (Fy) es no-numerable. Por otro lado,

dimy (k[z1,...,2,]) es numerable, de lo que dlmk(W) = [Fun : K]
también debe ser numerable. Esto es claramente contradictorio, por lo que
concluimos que la extensién Fy, /k es siempre trivial. O

Si alguien sabe el suficiente dlgebra conmutativa puede haber notado que
el lema anterior es una instancia particular del lema de Zariski, que indica
que si una k-dlgebra de tipo finita A es un cuerpo, entonces es una extension
finita (y por tanto algebraica) de k. Esto simplifica la demostracién de que Fy,
es extensién trivial de k: basta notar que Fy, cumple las hipdtesis del lema
de Zariski para concluir que la extensién es algebraica, y por tanto trivial,
pues estamos suponiendo que k es algebraicamente cerrado. De momento no
entraremos en més detalles sobre esto, pero si a alguien le urge, puede revisar
[AM18, Proposition 7.9].

Lema A.3. Dado k un cuerpo, se tiene que

ev: A — Homyag(klz1, ..., 2], k)

ar— evg,

define una correspondencia biyectiva, con inversa pt := ¢ — (¢(x1),...,d(zy)).
Demostracion. Lo probamos directamente. Dado a = (ai,...,a,) € A, se
tiene que

ptoev(a) = pt(evy)
= (eva(T1),. .. eve(xy))
=(a1,...,an),
de lo que pt o ev = idap. Por otro lado, dado ¢ € Homy_aig(klz1, ..., 2], k),
tenemos que
evopt(d) = ev((d(x1), ..., d(zn)))

= OV (@(@1), b))
=9,

Concluimos que evopt = idnom,,_,, (k[z1,....z.],k)- POr lo tanto, ev es efectiva-
mente una biyeccion. O
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Con esto tenemos los ingredientes para concluir la versién débil:

Demostracion del Teorema A.1 (Nullstellensatz débil). Basta notar que los dos
lemas anteriores prueban que la correspondencia a — ker(ev,) es una composi-
cién de biyecciones, y por tanto una biyeccién en si. O

A estas alturas—sin haber probado el Nullstellensatz més general— podemos
hacer observaciones geométricas importantes. Por nombrar algo, recordemos
que sin restringir el cuerpo de base, hay ideales propios cuyo lugar de ceros
es vacfo. Bajo las hipdtesis del Nullstellensatz (débil), mds un poco de &lgebra
conmutativa, esto no es problema. Necesitamos invocar un resultado estandar
de algebra conmutativa que indica que todo ideal propio esta contenido en algtiin
ideal maximal, ver [AM18, Theorem 1.3, Corollary 1.4]. Con esto:

Corolario A.4. Un ideal J C k[z1,...,z,], con k un cuerpo algebraicamente
cerrado, tiene lugar de ceros vacio si y solo si J = klx1,...,T,].

Demostracion. Veamos ambas implicancias:

<= No hay ningtn punto en k que anule a absolutamente todos los polinomios
de k[z1,...,z,] al mismo tiempo.

= : Sea J C k[x1,...,2,] un ideal con lugar de ceros vacio. Buscando una
contradiccién, supongamos que J # k[z1, ..., x,], es decir, que es un ideal
propio. Asi, el Teorema de Krull nos indica que existe un ideal maximal m
de k[z1, ..., x,] que contiene a J. Como J C m, se tiene que V(m) C V(.J),
y por el Nullstellensatz débil, V(m) es un punto de A} (lo importante es
que es no-vacio), por lo que V(J) es en s no-vacio. O

Finalmente, estamos en condiciones de probar el resultado més general. Para
esto, usamos una técnica estandar, conocida como el “truco de Rabinowitsch”:

Demostracion del Teorema 1.9 (Nullstellensatz de Hilbert). Recordar que debe-
mos probar que I(V(.J)) = v/.J bajo las hipétesis adecuadas. Para esto, probamos
la doble contencion.

D: Si f € V/J, entonces existe n € N tal que f* € J. Sia € V(J), se tiene que
f™(a) =0, y como estamos en un dominio integral, se sigue que f(a) =0,
es decir, f € I(V(J)).

N

: En esta contencién vamos usar la notacién = := (z1,...,z,) Gnicamente
por motivos cosméticos. Por ejemplo, en vez de anotar k[z1, . .., x,], vamos
a escribir k[Z]. Terminada la prueba, esto serd abandonado.

Sea f € I(V(J)) no-nulo, y fi1,..., fr € J generadores de J. Consideremos
el anillo resultante de agregar una variable, k[T, z,41], v definamos el
nuevo polinomio fr41 := 1 — xp41f. Notemos que los f; no se anulan
todos al mismo tiempo, pues si tuviesen a un a € AZ“ COmMO un cero en
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comtn, entonces se tendria que f,11(a) = 1—af(0) =1, lo que contradice
el que a sea un cero de fr41.

Asi, tenemos que V(f1,...,fr+1) = 0, y el Corolario A.4 indica que
(f1,--s fr41) = k[Z, zpy1], por lo que existen hi,..., hrp1 € k[T, Tpi1]
tales que ¥ := Z;:i h;f; = 1. En tanto k[T, z,11] es una k[z]-dlgebra,
la propiedad universal de las algebras de polinomios indica que podemos
evaluar ¥ en T, = %, que estd bien definido porque f es no-nulo, obte-
niendo

éhj(z,}) - [ () +hr+1<x,ch> . <1 % .f> -1
Bl s

Multiplicando la ultima igualdad por una potencia de f suficientemente
grande, digamos f~ de modo que no hayan denominadores, se tendra que

N Z’%(I,})'fj(r) N e (e f)
j=1

es un polinomio en k[Z], es decir, hemos encontrado una potencia de f que
cae en J, lo que es por definicién que f € v/J. O
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