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Resumen

Este texto comenzé como apuntes personales del curso de Anélisis Real
MAT2515 impartido por el profesor Duvan Henao en la Pontificia Uni-
versidad Catdlica de Chile en primavera de 2021. Posteriormente, decid{
completar lo que habia escrito hasta cubrir, mds menos, todo el contenido
que se ve usualmente en nuestro curso de pregrado, apoyandome fuer-
temente en el maravilloso libro de Elon Lages Lima, Espacos Métricos
[Lim14].

Este curso es fundamental para cualquier estudiante de matematica.
Mi idea es que estas notas sirvan de introduccién al area, y como base
sélida para el estudio posterior de, por ejemplo, Anélisis Complejo, Ecua-
ciones Diferenciales, Teor{a de Integracién, Anédlisis Funcional, y Teoria
Espectral.

Es pertinente comentar sobre la desicién de contenidos que he hecho.
He optado, generalmente, por un enfoque minimalista, pero sin escatimar
en recursos pedagogicos. El motivo es que, al haber ya pasado por los
cursos mencionados anteriormente, he notado dos posibles sitios en los
que optimizar recursos. Por un lado existe solapamiento no-trivial entre
lo visto en cada curso, y por otro, se suelen estudiar teorfa y resultados
que no son particularmente ttiles sino solo cuando estan en algiin contexto
particular.

Por ejemplo, podriamos discutir axiomas de separabilidad y contabi-
lidad, pero resulta que todos los espacios métricos, en particular espacios
de Hilbert y de Banach, satisfacen estos axiomas. El interés viene al que-
rer estudiar espacios vectoriales topolégicos no-metrizables, que ocurren
naturalmente en areas mas especializadas. Otro ejemplo es el Teorema de
Hanh—Banach, que si bien es muy importante, no tiene mayores aplicacio-
nes hasta que estudiemos operadores lineales y dualidad. Otra instancia
es el Teorema de Baire.

Asi, he decidido cubrir el contenido que es 1til para el resto de cursos,
pero he omitido el que se deberia estudiar con lujo de detalle en esos
mismo cursos.

Esté de mas decir que debo haber cometido muchos errores, tanto en la
matematica como en la exposicién—de los cuales no me hago responsable.
Espero que a medida que sean encontrados me los puedan comunicar a
mi correo benjaquezadam@uc.cl para corregirlos.


benjaquezadam@uc.cl

1. Espacios métricos y su topologia

Maurice Fréchet, en su tesis de 1906 [Fré06], apunté a generalizar enorme-
mente la teoria y resultados de cédlculo, principalmente a espacios de funciones.
Una de sus mas grandez hazanas fue introducir el concepto de espacio métrico,
que es fundamental en la matematica contemporanea.

1.1. Definiciéon y ejemplos de espacios métricos

Un espacio métrico es un conjunto equipado con una nocién de distancia
entre dos puntos. Intuitivamente, cualquier nociéon decente de distancia debe
cumplir varias propiedades minimas, que son rescatadas por la definicion:

Definicién 1.1. Una métrica en un conjunto M es una funciéon d: M x M —
R>¢ que cumple las siguientes propiedades para todos z,y,2 € M:

(M1) Coincidencia: d(z,y) =0 < z =y.
(M2) Simetria: d(z,y) = d(y, ).
(M3) Desigualdad triangular: d(x,z) < d(z,y) + d(y, z).

El ndmero d(z,y) se llama distancia entre x e y, y el par (M,d) se llama un
espacio métrico.

La definiciéon indica que la distancia es positiva salvo cuando se mide la
distancia entre un punto y si mismo, que da lo mismo el orden en el que se mida
la distancia, y que la distancia més corta entre dos puntos es aquella que no
toma ninguin desvio.

Observacion. Tres cosas.

1. El nombre de “coincidencia” en (M1) no es estdndar. De hecho, no hay
estandar, por lo que decidimos de forma completamente arbitraria acoger
el nombre que Fréchet usé originalmente. Otros nombres incluyen “separ-
cién” | “no-degeneracion”, y “propiedad de indistinguibles”.

2. Hay autores que escriben la no-negatividad de d de forma explicita como
un cuarto axioma. Nosotros hemos elegido hacerlo de forma implicita, pero
de todos modos de debe verificar en una demostracién formal.

3. La lista de axiomas que dimos es redundante: basta asumir que d cumple
(M1) y (M3) para deducir la no-negatividad y (M2). El motivo de la
redundancia es meramente historico y convencional, y se encontrara la
misma lista en cualquier texto decente.



Ejemplo 1.2. Uno de los ejemplos clésicos es (R™,d), donde

d(fE,y) =

la métrica usual. Claramente es una funciéon no-negativa, porque es raiz cuadrada
de un numero no-negativo. Estudiemos el resto de condiciones: (M1) viene del
hecho de que una suma de nimeros no-negativos puede ser 0 exclusivamente en
el caso que cada sumando sea 0, mientras que (M2) es debido a que (a — b)? =
(b—a)? para todos a,b € R. (M3) es no-trivial, y en este caso se conoce como la
desigualdad de Cauchy—Schwarz ,y deberia sonar familiar del curso de Algebra
Lineal.

Ejemplo 1.3. En cualquier conjunto M se puede definir la funcién

0 sixz=y,
d(z,y) :={

1 otro caso.

Esta funcién define una métrica en M, lo que se puede verificar por fuerza
bruta. Esta métrica se llama métrica cero-uno o métrica discreta. Es de gran
utilidad para producir contraejemplos.

Ejemplo 1.4. Sea (M,d) un espacio métrico. Cualquier subconjunto S C M
puede ser realizado como un espacio métrico considerando la restriccién de d a
S, en otras palabras, (S, d|sxs) es un espacio métrico: las tres condiciones de
la Definicién 1.1 se cumplen para todos x,y, z € M, por lo que en particular se
cumplen para todos z,y, z € S. Este espacio se llama un subespacio métrico de
M,y dlsxs se llama la métrica subespacio inducida por (M, d).

Ejemplo 1.5. Dados dos espacios métricos (M1, d;) y (M2, ds), podemos definir
su producto. El conjunto de base serd el producto cartesiano M; x Ms, pero se
pueden definir distintas métricas. Por nombrar algunas, tenemos para cada par
de puntos z := (x,y), 2’ := (2, y') € My x My, que las funciones
d'(z,7') :==d(z,2") + d(y,y)
d//(z7 Z/) r= max {d(, xl)a d(y, yl)}
d"(z,2") == \/d(z,2")2 + d(y, y')?

son métricas en My x Ms.

Asi, no hay una forma “canénica” de introducir una métrica producto, lo
que puede parecer problemdatico—o al menos incomodo—al trabajar en espa-
cios producto. Esto es evidencia a favor de una teoria de espacios topoldgicos
abostractos, pues resulta que resultados que parecen “métricos” en naturaleza,
son topoldgicos e independientes de la métrica. En particular, las tres métricas
mencionadas inducen la misma topologia en M7 x M, y en tal caso decimos
que tales métricas son topoldgicamente equivalentes.



Ejemplo 1.6. Recordemos que un R-espacio vectorial es un grupo abeliano
(V,+) equipado con una accién compatible del anillo R. Todo producto interno
(+,-) en V induce una norma ||-|| en V a través de

o]l := v/ (v,v),
la que a su vez induce una métrica en V a través de
d(v,w) := |lv —w].

Ejemplo 1.7. Dado un conjunto X, denotamos el conjunto de las funciones
X — R acotadas como B(X) := {f: X — R acotada}. En este conjunto, la
norma

[flloo == sup | f(x)]
reX

induce la métrica

doo(f,9) == sup |f(z) — g(=).|
rxeX

El paso no-trivial es verificar la desigualdad triangular de esta norma. En efecto,
para todas f, g, h € B(X), se tiene que

[f(2) = g(a)| = [f(2) = h(z) + h(z) — g(2)|
< [f(2) = h(@)| + [h(z) — g(2)],

para todo x € X. Tomando supremo,

sup | f(x) — g(x)| < sup | f(z) — h(x)[ + sup [h(z) — g(z)],
reX zeX zeX

lo que podemos hacer gracias a la hipdtesis de que las funciones son acotadas.

Ejemplo 1.8. En particular, tomando distintos X en el Ejemplo anterior obte-
nemos varios espacios de interés. Por ejemplo, si X = R"™, obtenemos la norma-
supremo
lrs o wa)oe = mix Jayl.
j=1,....,n
También, para X = RY, obtenemos el espacios de sucesiones acotadas >, con
Su norma-supremo,

[[(z5)jenllo = sup |z;]-
JEN

Finalmente, si X es un intervalo cerrado y acotado de R, también obtenemos
un espacio normado B([a, b]) con la norma
= max |f(z)|.

£l = i £(a)
Ejemplo 1.9. En virtud del Ejemplo 1.4, podemos considerar subespacios li-
neales de espacios normados, que seguiran siendo espacios normados. Por ejem-
plo, el conjunto C([a,b]) es subespacio de B([a,b]) gracias al Teorema del Valor
Extremo, y por tanto hereda su norma-supremo. Ejemplos de subespacios de £>°
son el espacio ¢ de las sucesiones convergentes, ¢y de las sucesiones convergentes
a 0, y coo de las sucesiones eventualmente nulas.



Ejemplo 1.10. Otra familia de normas en los espacios del Ejemplo 1.8 son las
normas-p, con p € [1,00). En R", podemos considerar la funcién

1/p

Iar, ezl = | Do lasl” |

y andlogamente en RY la funcién
1/p

I(25)jenll,, - Z ;1"

También en C([a, b]), podemos definir la funcién

= [1sras)

Considerando los subconjuntos donde estas sumas e integral convergen, obte-
nemos efectivamente normas. Es claro que dichas funciones son no-negativas,
simétricas, y satisfacen no-coincidencia. El desafio estd en probar la desigualdad
triangular, y utilizamos el resto de esta seccién para probar esto rigurosamente.

La desigualdad triangular de [|-||, tiene un nombre especial: la desigualdad
de Minkowski. Esta se prueba a través de la desigualdad de Hélder, la que a su
vez necesita de la desigualdad de Young. Vamos en orden:

Lema 1.11 (Desigualdad de Young). Sean a,b € R>g, y p,q > 1. Si se
tiene que % + % =1, entonces
X
ab< = 4=
b q
Demostracion. Daremos un argumento por convexidad. Recordemos que la fun-
cién f(x) := e* es convexa, es decir, que para todos z,y € R el segmento de
recta que conecta f(x) vy f(y) estd sobre el grafico de f. Es decir, para cualquier
A €0,1],
FO £ 11— Ny) < Af(@) + [1 - ALF@). (L11.1)

Ahora, notamos que si % + % = 1 entonces, % =1- %, por lo que eligiendo
A= % forzamos que 1 — \ = %. Reemplazando z := log(a?) y y := log(b?) en la
Ecuacién 1.11.1, se obtiene el resultado enunciado. O

Lema 1.12 (Desigualdad de Hdlder). Sean z,y € R" y 1 < p,q < oo. Si
1% + % =1, entonces

lzylly < ll=ll, Iyl



Demostracion. Notamos que si x o y son 0, entonces la desigualdad es cierta

trivialmente, por lo que podemos suponer que x,y # 0. Considerando u := I IIH
P
yvi= Hyqu es claro que |Jul|, = [[v]|, = 1, y por tanto también |[u[[} = [[v]|] = 1.
Ahora, para cada i = 1,...,n notamos que por la desigualdad de Young

(lema 1.11) se tiene que |u;v;| < % + % Sumando estas n desigualdades,
obtenemos que

wl
Z|uvz|—||uv|1<2(l -

i=1
n

_ = wl? + = ;7
pgl | q;I |
1 p 1 q

= 5 Ml =+ Mol
1 1

=-—4+-=1 O
p q

Finalmente, podemos probar la desigualdad triangular que buscabamos:

Teorema 1.13 (Desigualdad de Minkowski). Sea 1 < p < co. Para todos
xz,y € R™ se tiene que
Iz +yll, <llll, + llyl,

Demostracion. Asumamos la notacién del enunciado. Usando la desigualdad
triangular usual se tiene que

n

lz +yllp = (e +val)” <

i=1

M=

(il + lysl)”

s
Il
_

(sl + lyal) (| + Ly~

I
MS

o
Il
-

3] (Js| + |yal)P~ 1+Z|yz (i + lysl)P~
=1

I
M:

.
Il
-

Acotaremos las dos tltimas sumas usando la desigualdad de Holder (lema
1.12). Notemos que ¢ := -5 es tal que % + % = 1. Denotemos por a,b,c € R™
a los vectores cuyas coordenadas j-ésimas coordenadas son

aj = |z, b = (Jms] + [wsl )P, cj = yil,

Es claro que [|al|, = [|z[[, ¥ [l[[, = [ly[|,- Notamos que se cumplen las hipétesis



de la desigualdad Hélder, por lo que

labll, = S fail (] + [P~

i=1
< lall, lIol,

n 1/q
= [lall, <Z(|xi| + Iyil)(’"_l)q> :

=1

Andlogamente, [cbl, < [lell, (37, (] + Iyil)(P‘l)q)l/q. Como por definicién
tenemos (p — 1)g = p, se tiene que

n n 1/q
> (i +yil)? < (llall, + llell,) (Z(Ixil + Iyil)p> :

i=1 i=1

Dividiendo a ambos lados por el 1ltimo término a la derecha, se tiene

n 1_%
(Z(% + yi)p> < llall, +ell, -

i=1

Como 1 — % = %, se tiene que el lado izquierdo es igual a [z +y||,, por lo que
se tiene el resultado enunciado. O

Ejemplo 1.9 (Continuado). Asi, si probamos que los conjuntos

= {:13 eRY: |af|, < oo}, y LP .= {f e Cla.b)): 11l < oo},

son R-espacios vectoriales, el resultado anterior verifica que son R-espacios nor-
mados con las normas p-respectivas. Los llamamos espacios de las sucesiones
p-sumables y de funciones p-integrables, respectivamente.

1.2. Topologia de un espacio métrico

Dado un conjunto X, una topologia en X es una coleccién de subconjuntos
7 de X que contenga a (), X, que sea cerrada bajo uniones arbitrarias, y bajo
intersecciones finitas. Cada elemento de 7 se llama un conjunto abierto, y el par
(X, 1) se llama un espacio topoldgico.

En esta seccién vamos a abstraer los conceptos fundamentales de R a espacios
métricos. Debemos partir definiendo una topologia, es decir, declarar qué es un
abierto en un espacio métrico. Para esto, vamos a apoyarnos en un tipo de
conjunto mas sencillo: las bolas. Estas nos van a permitir identificar cudando
un punto estd “dentro” topolégicamente de un conjunto. Un abierto serd un
conjunto que solo tiene “interior”.



Definicién 1.13. Sea M un espacio métrico y a € M. Dado r > 0, definimos
la bola abierta de centro a y radio 7 como el conjunto de puntos de M que estan
a una distancia menor que r de a, léase, B(a,r) := {x € M: d(z,a) <r}.

Ejemplo 1.14.

1. Sea M un espacio métrico con la métrica cero-uno. Por definicién, en este
espacio cualquier par de puntos estan a distancia menor o igual a 1, por
lo que para todo a € M se tiene que

Bla,r) M sir>1,
a,r) = _
{a} sir<1.

2. En R con la métrica usual se tiene que

B(a,r)={z eR: |z —a| <7}
={zeR: —r<z—a<r}
={reRia—r<z<a+r}
=(a—r,a+r).
Definicién 1.15. Sea M un espacio métrico, y X C M. Decimos que un a € X
es un punto interior de X si es centro de una bola abierta en X, es decir, si
existe r > 0 tal que B(a,r) C X. El conjunto de todos los puntos interiores a

X en M se llama interior de X en M, y se denota como int X. Decimos que

A C M es un conjunto abierto en M si todos sus puntos son interiores, es decir,
si A =int A.

Ejemplo 1.16.

1. Recordemos que cualquier intervalo abierto centrado en un nimero ra-
cional contiene ntimeros irracionales. Por tanto, el interior de Q en R es
vacio. Es decir, Q no es un abierto de R.

2. Sea M un espacio métrico. Toda bola abierta en M es un conjunto abierto:
sea B(a,r) una bola abierta centrada en a € M de radio r > 0.

Debemos probar que para cada z € B(a,r), podemos encontrar un radio
s > 0 de modo que B(z,s) C B(a,r).

Consideremos s := r — d(a,z) > 0. Por definicién, si y € B(z, s), entonces
d(z,y) < s. Por tanto, por desigualdad triangular, notamos que

d(a,y) < d(a,z) +d(z,y) < d(a,x) +s=r,
es decir, y € B(a,r), por lo que B(z,s) C B(a,r).

3. Sea M un espacio métrico. El mismo M es abierto en M, pues todas las
bolas centradas en a € M estdn contenidas en M. También ) C M es
abierto en M por vacuidad.
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4. Sea M un espacio métrico, y F :={a;...,a,} € M un subconjunto finito
de M. Se tiene que M — F es abierto en M: en efecto, para cadaz € M —F
podemos considerar

r:= min {d(z,a;)}.

1=1,...,n

Se sigue que B(z, ) es una bola abierta que por construccién no contiene
a ninguno de los a;, es decir, que B(z,r) C M — F. Esto es precisamente
que M — F es abierto en M.

5. Todo intervalo real abierto acotado (a,b) es abierto en R pues es la bola

abierta de centro HT‘I y radio b’T".

Como mencionamos antes, los abiertos métricos son una topologia:

Proposicién 1.17. Sea M espacio métrico. La coleccion T := {A C M abierto}
define una topologia en M, es decir, se tiene que:

1. M, er.
2. Si Ay,..., A, €7, entonces ();_, A; € T.

3. Sea L es un conjunto de indices. Entonces si Ay € T para todo \ € L,
entonces (Jycp Ax € 7.

Demostracion. Probemos que se satisfacen los axiomas de topologia.
1. Esto fue probado en el Ejemplo 1.16(3).

2. Sean Aj,...,A, € 7, y sea a € \i_; A;, es decir a € A; para cada
i =1,...,n. Como cada uno de estos conjuntos es abierto, existe r; > 0
tal que B(a,r;) € A;. Consideremos

r:= min {r;}.

i=1,...,n

Por tanto, se tiene que B(a,r) C
es precisamente que B(a,r) C )
abierto en M.

B(a,r;) C A; paracadai = 1,...,n. Esto
"1 A;, es decir, I, A; es efectivamente

3. Sean L y cada Ay como en el enunciado. Sea a € (J,., Ax. Se sigue que
existe algin A € L tal que Ay es abierto en M, es decir, que existe un
rx > 0 de modo que B(a,7x) € Ax € (U, Ax. Por tanto, el conjunto en
cuestion es efectivamente abierto en M. O

Observacion. Una interseccién arbitraria de conjuntos abiertos no es necesaria-
mente un conjunto abierto: un singleton {a} C M puede ser abierto en M solo
en el caso que sea aislado, en el sentido que sea una bola métrica. Este es el
caso, por ejemplo, de métrica cero-uno, en la que todo punto es aislado.

Podemos caracterizar a los abiertos métricos como aquellos conjuntos que
son uniones de bolas abiertas. En lenguaje topoldgico, esto dice que las bolas
abiertas son una base de la topologia:
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Proposicion 1.18. Sea M un espacio métrico. Un subconjunto A C M es
abierto en M si y solo si A es una union de bolas abiertas.

Demostracion. Sea M un espacio métrico. Probemos ambas implicancias.

<—: Si A C M es una unién de bolas abiertas en M, entonces A es unién de
abiertos en M, y por tanto un conjunto abierto de M.

—>: Sea A C M abierto en M, por lo que para cada x € A, podemos encontrar
re > 0 tal que B(z,r) C A. Asi, se tiene que {z} C B(z,r;) C A.
Tomando unién sobre cada x € A, se tiene que

A=Azt c U Blare) C 4,

z€A T€A

y por tanto A = B(x,r,), lo que prueba lo enunciado. O

T€A

Las funciones continuas de Célculo son aquellas que envian vecindades de un
punto, a vecindades de la imagen del punto. La definicién para espacios métricos
es la misma, intercambiando el valor absoluto por la distancia:

Definicién 1.19. Sean (M,d) y (N,p) espacios métricos. Decimos que una
funciéon f: M — N es continua en el punto a € M si dado ¢ > 0, existe un
0 > 0 tal que cada vez que d(z, a) < J, se tenga que p(f(z), f(a)) < €. Decimos
que f continua si lo es en todos los puntos de M.

Observacion. En lenguaje de bolas, f: M — N es continua en a € M si y solo
si dada cualquier bola By := B(f(a),¢), existe una bola By := (a,d) de modo
que f(By) C By.

Lema 1.20. La composicion de funciones continuas es continua.

Demostracion. Sean (M,d), (N, p), (O, 0) espacios métricos, y sean f: M — N
y g: N — P continuas. Dados &, > 0, la continuidad de g indica que hay un
d2 > 0 tal que si p(z,w) < d2, entonces o(g(z),g(w)) < e. Por otro lado, la
continuidad de f nos permite encontrar §; > 0 de modo que si d(z,a) < 41,
entonces p(f(z), f(a)) < & En particular, si £ := 02, va a existir § > 0 tal
que si d(z,a) < 0, entonces p(f(x), f(a)) < d2, y en este caso se tendrd que

a((ge f)(x), (go f)la)) <e. O

Podemos dar una caracterizacion topoldgica (ie., que no dependa de la métri-
ca) de continuidad: una funcién serd métricamente continua (nuestra definicién)
si y solo si es topolégicamente continua (ie., tal que el conjunto preimagen de
un conjunto abierto, sea abierto):

Proposicién 1.21. Sean M, N espacios métricos. Una funcion f: M — N es
continua si y solo si la preimagen f~*(A) C M de cualquier abierto A C N de
N, es un abierto de M.
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Demostracion. Sean M, N espacios métricos. Probemos ambas implicancias.

= : Supongamos que f: M — N es una funcién continua. Sea A C N un
abierto de N. Por definicién, que a € f~!(a) nos dice que f(a) € A. Como
A es un conjunto abierto, existe un radio € > 0 tal que que B(f(a),e) C A.

Como f es continua, dado este radio ¢ > 0, podemos encontrar § > 0
de modo que se tenga f(B(a,0)) € B(f(a),e). Por transitividad de la
inclusién, tenemos que f(B(a,d)) C A,y por tanto que B(a,d) C f~1(A).

Esto es precisamente que a es un punto interior de f~*(A). Como a era
arbitrario, se tiene que f~1(A) es efectivamente abierto en M.

<= Supongamos que dado cualquier abierto A C N de N, su preimagen
f~Y(A) € M es un abierto de M. Probemos que f es continua en ca-
da a € M. Notamos que dado a € M, una bola B(f(a),e) de cualquier
radio € > 0 es un abierto de N. Por tanto, nuestra hipdtesis nos dice
que f1(B(f(a),e)) es un abierto de M. Por definicién, a es un pun-
to interior de f~*(B(f(a),e)), por lo que existe § > 0 de modo que
B(a,8) € f}(B(f(a),e)), y por tanto f(B(a,8)) C B(f(a),e). Esto es
precisamente que f es continua en a. O

Observaciéon. La imagen f(A) de un abierto de M bajo una funcién continua
f: M — N no es necesariamente un abierto de N: por ejemplo, la funcién
x — 22 es continua de R — R. El conjunto A := (—2,2) es un abierto de R,
pero f(A) =[0,4), que no es un conjunto abierto de R.

Ejemplo 1.22.

1. Sean My, ..., M, espacios métricos, y sean Ay,..., A,, de modo que cada
A; es un subconjunto abierto de M;. Se tiene que el conjunto []}_, A; es
un abierto de M := [[;_, M;. En efecto, notamos que cada proyeccién

;- ﬁMj — Mi
j=1

es continua. Como A; es un abierto de M;, se tiene que 7w~ *(4;) es un
abierto de M. Como [, A; = (i_; 71 '(A;), se tiene lo enunciado, pues
es una interseccién finita de abiertos.

2. Sea M un espacio métrico y sean fi,..., f, € C(M,R). El conjunto
A:={zxeM: fi(xr) >0paracadai=1,...,n}

es abierto en M. Para probar esto, usamos el ejemplo anterior: notamos
que la funcién f: M — R™; z — (fi1(x),..., fa(z)) es continua, y que el
conjunto []7_,(0,00) es abierto en R", pues es producto de abiertos. Se
sigue que el conjunto A = f~1([];_,(0,00)) es un abierto de M.
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3. Sean M, N espacios métricos, y sean f,g: M — N funciones continuas.
Se tiene que el conjunto

A= {w e M: f(x) # g(a)}

es abierto en M: sea F(z) := d(f(z), g(z)). Como esta funcién es continua
M — R, se sigue que

{reM: F(z)>0}={x e M:d(f(z),g9(z)) # 0}
={z € M: f(z) # g(x)}
= A.

Por el punto anterior, se concluye que A es abierto en M.

4. Podemos probar de otra forma que una bola abierta es un conjunto abierto.
Sea M un espacio métrico, y B(a,r) una bola abierta de M para algunos
a € M, r > 0. Consideremos la funciéon M — R definida por x +— r —
d(a,x). Esta es continua, y es claro que
{reM: f(x) >0} ={z e M:d(a,z) <r}
- B(av T)a

por lo que el punto (2) nos asegura que B(a, ) es un abierto de M.

La definicién de discontinuidad es simplemente la negacién légica de la defi-
nicién de continuidad:

Definicién 1.23. Sean (M,d) y (N,p) espacios métricos. Decimos que una
funcion f: M — N es discontinua en a € M si no es continua en a, vale decir,
si existe un € > 0 tal que para todo § > 0 podemos encontrar un x5 € M tal

que d(zs,a) < ¢ pero p(f(zs), f(a)) > e.

Ejemplo 1.24. Consideremos la funcién caracteristica de Q, dada por

1@: R— R
1 s
N siz € Q,
0 sizéQ.
Esta funcién es discontinua en todo ¢ € R: sea ¢ := 1/2 y 6 > 0. Si a es

racional, consideramos z, irracional tal que |zs —al < ¢, y si a es irracional
consideramos x5 racional tal que |zs —a| < 0. En ambos casos se tiene que
1g(zs) — lg(a)] =1 > 1/2, por lo que 1g es en efecto discontinua en a.

Ejemplo 1.25. Consideremos la funcién
fTR—R

N {sen(i) six # 0,
0 siz=0.
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Esta funcién es discontinua en 0: sea € := 1/2 y para cada n € N consideremos

— 2 3
Tn "= Grir Se sigue que

sin(1/z,) = sin (g + wn)
= +£1.

Por tanto, se tiene que |z, — 0| < 1/n (esto es directo), pero también que

() — F(0)] = [sin (;) - o‘
iy

= E.

Por tanto, f es efectivamente discontinua.

1.3. Sucesiones y cerrados en espacios métricos

Definicién 1.26. Sea M un espacio métrico. Decimos que un F' C M es cerrado
en M si su complemento M — F' es abierto en M.

Observacion. Si bien “abierto”’y “cerrado” son anténimos en castellano, en este
contexto un conjunto abierto no es lo contrario de un conjunto cerrado: por
ejemplo Q no es abierto ni cerrado en R, y en cualquier espacio métrico M, se
tiene que (), M son abiertos y cerrados en al mismo tiempo.

Ejemplo 1.27.

1. Sea M un espacio métrico. Cualquier bola cerrada
Bla,r]:={z € M:d(z,a) <7} (1.27.1)

es cerrada, pues dado y € A := M — Bla, r], se tiene que s := d(y,a) > r.
Asi, podemos considerar B(y,s — r), que serd un abierto completamente
contenido en A.

2. Sea M un espacio métrico. Cualquier singleton {x} C M es cerrado en M,
pues dado a € A := M — {z}, podemos considerar s < d(a,x), y la bola
B(z, s) estard completamente contenida en A.

Prestemos atencién a la ecuacion 1.27.1: la unica diferencia con las bolas
abiertas es que ahora admitimos puntos que estén en el “borde” de las bolas, y
el resultado fue un conjunto cerrado. La definicién para cualquier conjunto (no
necesariamente bolas abiertas) es la siguiente:

15



Definicién 1.28. Sea M un espacio métrico, y X C M. Decimos que x € M
es un punto frontera de X si cualquier vecindad U, de x contiene puntos tanto
como de X como de su complemento M — X, es decir, si

U.NX#0, v UnN(M-X)#0.

El conjunto de todos los puntos frontera de X se llama la frontera de X, y se
denota 0X.

Observacion. Los puntos frontera de un conjunto pertenecen al espacio métrico
ambiente, pero no necesariamente a dicho conjunto.

Ejemplo 1.29. Sea M un espacio métrico. La esfera de centro a € M y radio
r > 0, definida S(a,r) := {x € M: d(a,z) = r} es la frontera de las bolas B(a, )
y Bla,r].

El resultado esperado es que para conseguir un cerrado a partir de cualquier
conjunto, basta anadirle su frontera:

Proposicioén 1.30. Sea M un espacio métrico. Dado X C M, se tiene que el
conjunto X := X UOX es cerrado.

Demostracion. Sea 1) la topologia generada por las bolas de M. Directamente,
M-X={zeM:z¢g XN, ey[(U.NX=0VU,N(M-X)=0]}.
En cualquier caso, la vecindad U, es un abierto contenido en M — X. O

Asi, hemos construido un conjunto cerrado a partir de X:

Definicién 1.31. Sea M un espacio métrico. Dado X C M, el conjunto X :=
X UOX se llama la cerradura (o clausura) de X.

Esta definicién de clausura es algo laboriosa de usar. Podemos dar una ca-
racterizacion de la clausura de un conjunto como aquellos puntos que estan
arbitrariamente cerca de dicho conjunto:

Proposicién 1.32. Sea M un espacio métrico y X C M. Se tiene que a € X
si y solo si para todo € > 0 podemos encontrar algin r € X de modo que
d(a,z) < e.

Demostracion. Veamos ambas implicancias.

—>: Si a € X, el resultado es claro. Por otro lado, si a € 90X, sabemos que
dado € > 0, se tiene que A := B(a,e) N X # . Asi, cualquier x € A
satisface lo requerido.
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<=: Sea a € M tal que para todo ¢ > 0 podamos encontrar z € X tal que
d(a,z) < e. Claramente siempre se tiene que x € A := B(a,e) N X, por lo
que A # (. De acd hay dos posibilidades: B(a,¢) intersecta a M — X, o
no. En el primer caso se tiene que a € X, y en el segundo que a € 0X. Es
decir, a € X. O

Podemos dar una caracterizacién de conjunto cerrado a través de la clausura:

Lema 1.33. Sea M un espacio métrico. Un F C M es cerrado en M si y solo
st es su misma clausura, es decir, que ' = F'.

Demostracion. Que F sea su misma clausura nos dice que contiene a todos sus
puntos adherentes, por lo que todo punto fuera de F' no serd adherente a F'. Por
tanto, la dltima observaciéon nos indica que todo punto en M — F' pertenece a
int(M — F), es decir, que M — F Cint(M — F).

Esto, mds el hecho que int(M — F) C M — F, nos permite concluir que
M — F = int(M — F), esto es, que M — F es abierto, y por tanto que F es
cerrado. O

Los siguientes lemas verifican que estudiar topologia desde el punto de vista
de los abiertos es equivalente a estudiarla desde los cerrados:

Lema 1.34. Sea M un espacio métrico. La T coleccion de todos los conjuntos
cerrados de M es una topologia en M.
1. M,per.
2. Si Fy,...,F, €1, entonces J;_, F; € 7.
3. Sea L es un conjunto de indices. Entonces si F\ € T para todo A\ € L,
entonces [\ cp, Fa € 7.
Demostracion. Basta tomar complementos adecuadamente en la proposicion

1.17 y usar las leyes de De Morgan. O

Observacion. Una union arbitraria de cerrados no es necesariamente un conjunto
cerrado: sea M un espacio métrico y X C M un abierto de M. Se tiene que
X = U,ex {z}, pero cada {z} es cerrado en M.

Lema 1.35. Sean M, N espacios métricos. Una funcion f: M — N es continua
si y solo si la preimagen f~Y(F) C M de cualquier cerrado F C N de N, es un
cerrado de M.

Demostracion. Basta tomar complementos adecuadamente en la proposicion
1.21, usando las leyes de De Morgan. O
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Estudiar sucesiones en espacios métricos es la generalizacion natural de es-
tudiarlas en R. Como es de esperar, muchas de las definiciones y propiedades se
traducen sin problemas a espacios métricos.

Definicién 1.36. Una sucesion en un conjunto M es una funcién x: N — M.
El n-ésimo término de esta sucesién se denota como x,. Para representar una
sucesién se utiliza la notacién (z,)nen. Una subsucesion de (z,)nen €s una
restriccién de z a un subconjunto infinito de N, vale decir, si {ng},cy C N, la
subsucesién correspondiente es (2, )ren. Decimos que una sucesion (zp,)nen €n
M es acotada cuando el conjunto de sus términos es acotada en M, es decir,
que existe una bola B(z,c) tal que z,, € B(x,c) para todo .

Ejemplo 1.37.

1. Consideremos la sucesién (z,,)nen donde z,, := 2™ para cada n € N. Una
subuscesion de (2 )nen €8 (Tan)nen, donde resulta que o, = 4™.

2. Las sucesiones que toman una cantidad finita de valores (como las constan-
tes) son acotadas: consideremos (x, )nen una sucesién en (M, d) que toma
finitos valores, y sea r := maX;, nen {d(Zn, Tm)}. Es claro que d(zy, ) <
r para todos n,m € N.

La definicién e-6 de limite es la misma de célculo:

Definicién 1.38. Sea M un espacio métrico, y sea (2, )nen una sucesién en M.
Decimos que el limite de (z,,)nen es igual a a si dado € > 0, podemos encontrar
un N € N tal que para todo n > N, se tenga que d(z,,a) < €. En tal caso,
denotamos lim,¢cn z,, := a.

Observacion.

1. Si el limite de una sucesién (2, )nen existe y es igual a a también decimos
que (zp)nen tiende a a, o que (zp)nen converge a a. También se escribe
T, — a. Si el limite en cuestion no existe, decimos que la sucesion diverge.

2. En lenguaje de bolas, la definicién 1.38 es equivalente a que para todo
radio € > 0, existe un N € N tal que z,, € B(a,¢) para todon > N.

3. Que una sucesion sea divergente es, por definicién, que para todo a € M,
existe algun & > 0, tal que sin importar cudl sea N € N, se tiene que existe
algin n > N tal que d(z,,a) > €.

En lenguaje de bolas, es que existe algiin radio € > 0 tal que para todo
N € N, podemos encontrar n > N de modo que z,, &€ B(a,¢).
Ejemplo 1.39.

1. Sea M un espacio métrico, y sea (2, )nen Una sucesiéon constante en M, es
decir, tal que x, = a € M para todo n € N. Esta sucesién converge a a: en
efecto, dado ¢ > 0, podemos tomar cualquier N € N, pues como z,, = a
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siempre, en particular cuando n > N se tendrd que d(z,,a) = d(a,a) =
0<e.

2. En todo espacio métrico M con al menos dos elementos existen sucesiones
divergentes. Sean a,b € M y consideremos la sucesién (z,)nen dada por

a sin par,
Tn 1= ..
b sin impar,

para todo n € N. Supongamos que x,, — L € M. Consideremos ¢ := d(‘;’b).
Es claro que ninguna bola de radio € contiene a a y b al mismo tiempo,

por lo que dado cualquier N € N va a existir un n > N de modo que
xn & B(L,é€).

3. La sucesién (z,)nen en R dada por x,, := % para todo n € N converge a
0: en efecto, dado € > 0, tomemos N > % De ac4, se sigue que

1 1 1 1
n>N <— — < — << —<e¢ = |——0|<e.
n N n n

Lema 1.40. Si una sucesion (x,)nen en un espacio métrico M es convergente,
entonces es acotada.

Demostracion. Sea (x,)nen como en el enunciado. Supongamos que x,, — a €
M. Para ¢ = 1, se tiene que existe N € N tal que si n > N, entonces z, €
B(a,1). Por lo tanto, los términos de la sucesién estén contenidos en el conjunto
{z1,...,2zn} U B(a,1). Como ambos conjuntos son acotados, se sigue que su
unién también es acotada. O

Observacion. El contrarreciproco de 1.40 nos dice que si una sucesiéon no es
acotada, entonces es divergente. Por ejemplo, la sucesién (z,)nen dada por
Zy :=n para todo n € N no es acotada, y por tanto es divergente.

Lema 1.41. Si una sucesion (,)nen en un espacio métrico M es convergente,
entonces su limite es unico.

Demostracion. Sea (x,)nen como en el enunciado. Supongamos que z,, — a €
My que z, — b € M. Esto es, por definicién, que dado ¢ > 0, podemos
encontrar N1, No € N tal que si n > Nj entonces d(z,,a) < €,y si n > No
entonces d(x,,b) < . Consideremos N > mdx { Ny, No}. Por tanto, si n > N,
se sigue, por desigualdad triangular, que d(a,b) < d(a, z,)+d(z,,b) < 2¢. Como
¢ era arbitrario, se tiene que d(a,b) = 0, y por tanto a = b. O

Lema 1.42. Si una sucesion (x,)nen en un espacio métrico M es convergente,
entonces todas sus subsucesiones convergen al limite de (Tp,)nen.

Demostracion. Sea (x,)nen como en el enunciado, y supongamos que x,, — a €
M. Por definicién, esto es que dado € > 0, existe N € N tal que si n > N,
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entonces d(x,,a) < e. Por otro lado, también existe K € N tal que ng > N,
pues n1 < no < ... Por tanto, se sigue que si k > K, entonces ny > N, y por
tanto d(z,,,a) < €. Esto es, z,, — a. O

Observacion. El contrarreciproco de 1.42 nos dice que si una sucesion tiene
al menos un par de subsucesiones que convergen a limites distintos, entonces
esta diverge. Por ejemplo, la sucesién (z,)nen en R dada por x, := (—1)"
tiene las subsucesiones (z2;)icn (que es constantemente 1) y (2(2;-1))jen (que
es constantemente —1). Estas convergen a 1 y a —1 respectivamente, y como
1 # —1, se sigue que (z,)nen es divergente.

Podemos dar una otra caracterizacion—muy tutil—de funcién continua: una
funcién serd métricamente continua (y por tanto topolégicamente continua) si
y solo si es secuencialmente continua:

Proposicion 1.43. Sean M, N espacios métricos. Una funcion f: M — N es
continua en a € M si y solo si preserva limites secuenciales, es decir, que Si
T, — a, entonces f(x,) — f(a).

Demostracion. Probemos ambas implicancias:

= : Si f es continua en a, dado £ > 0, podemos encontrar § > 0 de modo
que si d(z,a) < J, entonces d(f(x), f(a)) < e. Sea N € N menor a §. Por
tanto, para todo n > N se tendrd que d(x,,a) < N < §, y por tanto
d(f(zy), f(a)) < e, es decir, efectivamente f(x,) — f(a).

<= Supongamos que f(z,) — f(a) para cualquier sucesién que converja a a.
Buscando una contradiccién, supongamos que f no es continua en a. Por
tanto, existe al menos un € > 0 de modo que para cualquier distancia § > 0,
en particular para cada d,, := %, existe x,, € M tal que d(z,,a) < %, pero
d(f(zy), f(a)) > €. Es decir, hemos encontrado una secuencia que converge
a a, pero la sucesién de imédgenes no converge a f(a), lo que contradice
nuestra hipdtesis. O

También, hay una caracterizacién de clausura en términos de sucesiones:

Proposicioén 1.44. Sean M un espacio métrico, a € M y X C M. Se tiene
que a € X si y solo si a es el limite de alguna sucesion en X.

Demostracion. Adoptemos la notacién del enunciado.

= : Si a € X, entonces para cualquier distancia r > 0, se tiene que B(a,r)
tiene puntos de X. Por tanto, para cada n € N, consideremos algin z,, €
B(a, 1). La sucesién (z,,)nen es formada tinicamente por elementos de X,
y por construccién converge a a.

<= Si z, — a es una sucesién en X, por convergencia se tiene que toda bola
abierta centrada en a contiene puntos de la sucesion, es decir, que a € X.
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Ejemplo 1.45.

1. Notemos que X = X N M — X, por lo que los puntos en la frontera de X
son precisamente los puntos que son limites de sucesiones en X y M — X
al mismo tiempo.

2. Un subconjunto X C M es denso en M siy solo si X = M, es decir, si
M es el conjunto de todos los limites de sucesiones en X.

3. Un conjunto F es cerrado en M si y solo si F = F, es decir, que el mismo
F' es el conjunto de todos los limites de sucesiones en F'.

1.4. Espacios métricos compactos

La nocién de compacidad es central en el andlisis. Su concepcién no es una
historia clara, sino que fue el fruto de una serie de abstracciones de propiedades
de intervalos de la recta real. Empezaremos dando cuenta breve de la exposion
histérica detallada que se puede encontrar en [Ram14].

Para la década del 1900 ya se conocian resultados importantes sobre los in-
tervalos de R, que actualmente son clésicos y son estudiados en los cursos de
Calculo Real. Por ejemplo, Bernard Bolzano, en su trabajo mas famoso, Rein
analytischer Beweis [BollT7], probé que toda sucesién acotada (e infinita) en
R posee alguna subsucesién convergente (hecho llamado la Propiedad de Bol-
zano'), como un lema para probar el Teorema del Valor Intermedio. También,
en su Functionenlehre [Bol30, I, §§20-21]%, demostré el Teorema del Valor Ex-
tremo, que indica que toda funcién continua en un intervalo cerrado alcanza sus
valores minimo y maximo en dicho intervalo.

Estas propiedades son deseables, y el interés por generalizarlas a otros es-
pacios vectoriales normados—incluso a espacios vectoriales topolégicos—es na-
tural. En este contexto mas general hay sucesiones de funciones definidas en
un mismo intervalo cerrado que no convergen. Fueron Giulio Ascoli y Cesa-
re Arzela quienes dieron condiciones suficientes y necesarias para que una su-
cesiéon de funciones posea el andlogo respectivo de la propiedad de Bolzano
[Asc84, Arz95, Arz83].

Fréchet fue el que extrajo por primera vez la escencia de la propiedad de
Bolzano, y propuso formalmente una primera nocién de compacidad en su tesis
[Fré06]: un espacio es compacto si toda sucesién en dicho espacio posee alguna
subsucesién convergente dentro del espacio. Esta definicion de compacidad es
buena para espacios métricos, pero no para espacios topoldgicos mas generales.

En paralelo, se estaba desarrollando otra corriente que si resultaria en una

1La literatura refiere a esto como propiedad de Bolzano—Weierstraf3, pues este ultimo los
redescubrié y recontextualizé.
2Este articulo fue escrito en 1830, pero publicado recién en 1930, segtin [RKLO05, p. 304].
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definicién més general. Emile Borel, estudiando continuaciones analiticas, probd
el hecho que todo cubrimiento numerable por abiertos de un intervalo cerrado,
posee un subcubrimiento finito [Bor95]. Casi al mismo tiempo, Pierre Cousin, en
un articulo sobre funciones de varias variables complejas [Cou95], demostré el
analogo para cerrados acotados de R?, pero generalizando a cubrimientos arbi-
trarios. Posteriormente, Arthur Schoenflies verificé que la demostracién de Borel
se adaptaba directamente para cubrimientos arbitrarios [Sch00], y atribuyé el
resultado de Borel como una generalizaciéon de un teorema de Eduard Heine,
lo que llegé a generar controversia®. Henri Lebesgue ofrecié otra demostracién,
muy popular en la literatura, de este resultado en su tratado sobre integracion
[Leb04]. Referiremos a este hecho como la Propiedad de Borel.

Fue la escuela rusa de Pavel Alexandrov y Pavel Urysohn, al desarrollar la
topologia punto-conjunto, quienes notaron que la propiedad de Borel—topoldgi-
ca en naturaleza—implica la propiedad de Bolzano, y propusieron una nocién
mas general de compacidad [AU29]. Esta idea se ha vuelto la dominante en la
literatura, y es la que seguiremos.

Definicién 1.46. Sea M un espacio mético y X C M. Decimos que una co-
leccién de abiertos de M cubre a X si estd contenido en la unién de dicha
coleccién, y en tal caso con referemos a esta como un cubrimiento de X. Deci-
mos que X es (topoldgicamente) compacto si todo cubrimiento de X admite un
subcubrimiento formado por finitos abiertos.

Ejemplo 1.47.

1. El teorema de Borel indica que todo subconjunto cerrado y acotado de R
es compacto. Esta idea se puede generalizar a R™.

2. Todo espacio métrico M finito es compacto, pues para cubrir por abiertos
todo M solo se necesitan finitos abiertos, de lo que es claro que todo
cubrimiento por abiertos de M admite un subcubrimiento finito.

3. En R, un intervalo abierto (a,b) no es compacto: notemos que existe un
N € N de modo que 4, := (a+ 1,b— 1) C (a,b) para todo n > N. Es
claro que {J,, Anen = (a,b) es un cubrimiento por abiertos de (a,b). Sin
embargo, no admite subcubrimientos finitos, pues la unién de finitos A,
es igual al mas grande de estos.

4. En todo espacio métrico M, la unién de subconjuntos compactos es com-
pacta: sean K, L C M compactos, y consideremos C un cubrimiento por
abiertos de K U L. En particular C es un cubrimiento por abiertos de
K y de L, por lo que, al ser compactos, podemos extraer subcubrimien-
tos finitos C1,Cy respectivamente, de lo que notamos que C; U Cy es un
subcubrimiento finito de K U L. Inductivamente, la unién numerable de

3Hasta el dia de hoy este teorema suele llevar el nombre de Heine-Borel, pero Heine nunca
demostré ni enuncié este resultado o algin andlogo [Raml4, p. 7]. Para més detalles, ver
[AEP13] o [Dug89].
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subconjuntos compactos es compacta.

5. Una unidén arbitraria de compactos puede no ser compacta: por ejemplo,
R := {J,cr {7}. El ejemplo (2) muestra que cada {z} es compacto, pero
R no es compacto.

Tomando complementos, podemos caracterizar la compacidad de un conjunto
por conjuntos cerrados:

Proposicion 1.48. Un espacio métrico M es compacto si y solo si toda familia
de cerrados de M cuya interseccion es vacia posee una subfamilia finita cuya
interseccion es vacia.

Demostracion. M es compacto siy solo si todo cubrimiento por abiertos (Ax)aer
de M admite un subcubrimiento finito. Simbdlicamente, si M = [ J,. Ax, en-
tonces existe existen finitos Aq,..., A\, de modo que M = U?:l Ay,. Tomando
complementos y utilizando las leyes de De Morgan, esto es equivalente a que si
0 = Nyer(M — Ay), entonces § = (;_; (M — Ay,). Como esto es cierto para
abiertos arbitrarios, y los cerrados son precisamente los complementos de los
abiertos, esto es cierto para todo cerrado. O

Nos referimos a este hecho como la Propiedad de Intersecciones Fintas. Es-
tudiaremos algunas propiedades de la compacidad. En particular, veremos cémo
se relaciona con la topologia métrica, y con las otras nociones de compacidad
que describimos anteriormente.

Proposicion 1.49. Sea K un espacio métrico compacto. Un subespacio S C K
es cerrado si y solo si es compacto.

Demostracion. Adoptemos la notacion del enunciado y probemos ambas impli-
cancias.

—>: Sea S un cerrado de K. Consideremos un cubrimiento por abiertos de S
arbitrario, [ J, ., Ax. Con esto, construimos el cubrimiento por abiertos de
K que consiste de | J, ., A\U(K —S), del cual extraemos el subcubrimiento
finito
C:=A\,U...UA,\, U(K—-29).

Es claro S C C, pero como (K — S) no tiene puntos de S, debe ser que
S C Ay, U...UA,,, de lo que hemos encontrado un subcubrimiento finito
del original, lo que prueba la compacidad de S.

<= Sea S compacto en K, y supongamos que no es cerrado en K, es decir, que
S es distinto a su clausura, y por tanto existe x € (S—S) = 9S. Para llegar
a una contradiccién, habria que encontrar un cubrimiento por abiertos de
S que no admitiera una subcubrimiento finito. Para cada n € N, sea

Ap = (M — Bz, %])7
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los cuales son claramente abiertos, pues son los complementos de las bolas
cerradas, que son conjuntos cerrados. Més aun, UnGN A,, es un cubrimiento

. . e 17 _ o
(abierto) de S: basta notar que como (1, .y Blz, ;] = {z}, entonces se
tiene que

(M - ﬂneN B[x’ %]) =M - UneN(M - B[mv %])
— U A,
neN
— M- {a},

el cual es abierto pues es complemento de un singleton, los cuales siempre
son cerrados.

Es claro que estos conjuntos forma una cadena ascendente A; C A; C .. .,
pues a medida que n crece, cada A,, corresponde a haberle quitado a M
discos cada vez mas pequenos. Por tanto, cualquier unién finita de estos
conjuntos corresponde a aquel que sea mds grande (en este caso, al que
tenga mayor indice).

Sin embargo, esto es lo que nos hace llegar a la contradiccién: como x € 95,
se sigue que cada Bz, %] tiene al menos un punto de S, lo que implica que
a cada A, le falta al menos un punto de S, por lo que a cualquier unién
finita de los A,, le falta al menos un punto de S. Por tanto, estos conjuntos
son un cubrimiento por abiertos de S que no admite un subcubrimiento
finito, lo que contradice la compacidad de S, de lo que concluimos que S
debe ser efectivamente un cerrado. O

Observacion. De hecho, probamos algo més fuerte: en la segunda implicancia
nunca usamos el que K era compacto. Esto no es una coincidencia o un error,
pues el resultado general es que en todo espacio métrico—no necesariamente
compacto—un conjunto compacto es cerrado.

Corolario 1.50. Sea M un espacio métrico.

1. Si (Kx)xeL es una familia de compactos de M, entonces (\ycp Kx es
compacto.

2. Si M es compacto entonces es acotado.

Demostracion. Probemos cada apartado.

1. Si (K))aer es una familia de compactos de M, entonces cada uno es
cerrado en M, por lo que su interseccién también es un cerrado en M.
Por tanto, esta intersecciéon también es un cerrado de cada Ky, y por la
proposicién anterior, un compacto en cada K, por lo que lo es en M.

2. Si M es compacto, entonces cualquier cubrimiento abierto C de M admite
un subcubrimiento finito C’, lo que nos indica que M es acotado. O
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Otra propiedad importante es que las funciones continuas mapean compactos
en compactos:

Proposicién 1.51. Sean M, N espacios métricos y f: M — N continua. Si
K C M es compacto en M, entonces f(K) es compacto en N.

Demostracion. Consideremos un cubrimiento por abiertos

f(K) - UAeL Ax.

Como f es continua y cada A abierto, se sigue que cada conjunto preimagen
f71(A)) es un abierto de M. Ahora, notamos que, tomando preimagen en la
expresion anterior, se tiene

-1 _
FHAED € Uner AN
=User f71(AN),
donde en la contencién usamos que el tomar preimagen preserva inclusién, y en
la igualdad el que la preimagen de una unién es la unién de las preimagenes.

Como K C f~1(f(K)), esto muestra que estas preimigenes son un cubrimiento
por abiertos de K.

La compacidad de K nos permite elegir un subcubrimiento finito K C
U™, f~*(A),). Por tanto, tomando imagen se tiene que
FIE) € F(UZ F7H(AN)
= (U?:l ff_l(AM))
< U?:l A>\i7

donde en la primera contencién usamos que el tomar imagen preserva inclusion,
en la primera igualdad estamos usando que la imagen de una unién es la unién
de las imagenes, y en la segunda contencién el que la imagen de la preimagen
de un conjunto estd contenida en el conjunto.

Por tanto, hemos encontrado un subcubrimiento abierto finito del original,
lo que prueba la compacidad de f(K). O

Corolario 1.52. Sea K un espacio métrico compacto y M un espacio métrico.
Sea f: K - M

1. f envia cerrados de K a cerrados de M.

2. La imagen de f es acotada.

Demostracion. Verifiquemos ambos puntos.

1. Sea F' C K cerrado. Como K es compacto, entonces un cerrado F' también
es compacto. Por la proposicién anterior, se tiene que f(F') es compacto
en M, y nuevamente concluimos que f(F) es cerrado en M.
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2. El lema anterior nos indica que la imagen de K es compacta, por lo que

debe ser acotada en M. O

Ejemplo 1.53. El primer apartado del resultado anterior es ttil para probar
que conjuntos son compactos. A modo de ejemplo, los dado un camino continuo
f:]a,b] = M, lacurva f([a,b]) es compacta en M. Asi, la circunferencia unitaria
en R? es compacta pues es la imagen de [0, 27] bajo la funcién ¢ — (cost,sint).

El siguiente resultado caracteriza la compacidad:

Teorema 1.54. Sea M un espacio métrico. Son equivalentes

1. M es compacto (Propiedad de Borel).
2. Todo subconjunto infinito de M posee algin punto de acumulacion.

3. Toda sucesion en M posee alguna subsucesion convergente (Propiedad de

Bolzano).

Demostracion.

1 = 2: Supongamos que M es compacto, y sea X C M un conjunto sin puntos de

acumulacion. Probemos que esto fuerza a X a ser finito. Supongamos que
fuese infinito. Por definicién, X = X UX’, y por hipétesis se tiene que este
unién es simplemente X. Por tanto, X es un conjunto cerrado en M, y
por ende compacto. Ahora, el que X no tenga puntos de acumulaciéon nos
indica que para cada x € M, hay una bola B(x,r,) que contiene a lo més
finitos puntos de X. Estas bolas son un cubrimiento por abiertos de X,
que no admite un subcubrimiento finito, pues al retirar siquiera una de las
bolas de la coleccién ya no cubririamos X. Esto contradice la compacidad
de X, por lo que X debe ser finito.

: Supongamos que todo subconjunto infinito de M tiene algtin punto de

acumulaciéon. Consideremos una sucesién en M. Si tiene finitos términos
distintos, es claro que admite una subsucesion convergente. Si tiene infi-
nitos términos, entonces posee algin punto de acumulacién, que es limite
de alguna subsucesién.

: Sea (U;); un cubrimiento por abiertos de M. El plan es verificar que pode-

mos encontrar un radio § > 0 tal que las bolas de este radio estén dentro
de algin U;, y luego que podemos encontrar un subcubrimiento usando
estas bolas.

En efecto, supongamos que no, por lo que para cada n € N, escogiendo
el radio §,, := %, podemos encontrar una bola B(z,,d,) que no esté con-
tenida completamente en ningin U;. Por hipétesis, la sucesién de centros
(zn)nen posee alguna subsucesién convergente, digamos a a. Dicho a estd
contenido en algin Uj, que al ser abierto conteien a alguna bola B(a,¢).
Asi, por definicién de convergencia, podemos encontrar algin k € N sufi-
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cientemente grande de modo que z, € B(a, ). Como esta bola es abierto,
podemos encontrar otra boal centrada en xj contenida en B(a,¢), por lo
que estd contenida en Uj, lo que es contradictorio.

Afirmamos que hay finitas bolas de radio § que cubren a M. Supongamos
lo contrario. Asi, tomamos xz; € M, y la bola By := B(z1,d) no cubre
M, de modo que podemos elegir zo € M — By. Inductivamente, elegimos
T, € M —BjU...UB, _1 para cada n € N. Asi, deberiamos poder extraer
una subsucesién convergente de (2, )nen, pero d(zj,x;) < 6, por lo que
dicha sucesién no puede converger. O

Se puede demostrar que el productos de dos espacios métricos compactos es
compacto:

Proposicion 1.55. Si K, L son espacios métricos compactos, entonces su pro-
ducto cartesiano K x L también es compacto. Inductivamente, el producto finito
de espacios métricos compactos es compacto.

Demostracion. Sean K, L espacios métricos compactos. Probemos que su pro-
ducto K x L es secuencialmente compacto. Sea (z,)nen la sucesién dada por
Zn = (Tn,Yn) € K X L, donde (Zp)nen ¥ (Yn)nen son sucesiones en K y L
respectivamente. Por la compacidad de K, existe una subsucesién de (z,)nen
convergente a un x € K, digamos indexada por N; C N. Por tanto, (yn)nen, s
otra sucesion en L, y por la compacidad de L, podemos encontrar otra subsuce-
sién de (yn)nen, convergente a un y € L, digamos indexada por N C N3 C N.
Se sigue que (2, )nen, €s una subsucesion convergente a (z,y) de nuestra suce-
sién original, lo que prueba que K x L es secuencialmente compacto, y por ende
compacto. O

La generalizacién natural del resultado anterior es pasar a productos nume-
rables.

Teorema 1.56 (Cantor—Tychonov). Un producto numerable de espacios métri-
cos compactos es en si compacto si cada factor es compacto.

Demostracion. Sea {M,},  un conjunto de espacios métricos compactos, y
sea M :=1], en My, Probemos que es secuencialmente compacto, utilizando un
argumento similar al lema anterior. Sea (z,,),en una secuencia arbitraria en M.
Para cada n € N fijo, denotaremos por (z,;):en a la n-ésima entrada de nuestra
sucesion, que es a su vez una sucesion.

Utilizando la compacidad de M;, podemos encontrar una subsucesion de
(215)ien convergente a un a; € M4, digamos indexada por N; € N. Luego,
(z2i)icn, es otra sucesién en My, y por compacidad podemos encontrarle una
subsucesién convergente a un ay € M, indexada por, digamos, No C N; C N.

4Este a1 no es necesariamente tnico, por lo que debemos invocar el Axioma de Eleccién.
Kelley probé que dicho Axioma es légicamente al Teorema que estamos estudiando en [Kel50].
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Procediendo de este modo, encontramos una familia numerable de indices N D
Ny D Ny D ...,y un punto a := (ay,as,...) € M. Por el Axioma de Eleccién,
existe un N, C N de modo que su j-ésimo elemento sea el j-ésimo elemento de
N; (todos los conjuntos ordenados de forma creciente). Se sigue que (Z)nen,
es una subsucesién convergente a a € M de la original, lo que prueba que m es
secuencialmente compacto, y por ende compacto. O
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2. Propiedades de espacios métricos

2.1. Completitud

Vamos a estudiar otra abstraccion de un fenémeno que ocurre en R. Supon-
gamos que estamos en un mundo donde nuestro sistema numérico es Q. Una
construccién estandar es la raiz cuadrada de un ntimero, pero hay veces que la
situacién se complica. Por ejemplo, se puede probar que la raiz cuadrada de 2,
asumiendo que existe, no es un numero racional. Por otro lado, esta aparece
como solucién de la ecuacién 22 — 2, y como tal se puede aproximar (eg., usando
Newton—Raphson), como una sucesién de niimeros racionales, conocida como
su expansion decimal. Por lo anterior, esta sucesién no converge en Q, pero la
distancia entre sus término es cada vez mas pequena, de hecho, arbitrariamen-
te pequena. Estas sucesiones se llaman Cauchy, y nuestro problema se parcha
anadiendo formalmente los limites de las sucesiones Cauchy, lo que resulta en R,
la complecion de Q. Vamos a ver esta demostracién formalmente més adelante.

Definicién 2.1. Sea M un espacio métrico. Decimos que una sucesion (2, )nen
en M es Cauchy si para todo € > 0, existe N € N tal que d(z,,z,) < € para
todos m,n > N.

Observacion.

1. Esta definicién dice que la distancia entre los términos de una sucesion
Cauchy se va haciendo cada vez mas pequena. Esto contrasta con la de-
finicién de sucesién convergente, en la que es la distancia entre términos
de la sucesién y un punto la que se va haciendo cada vez mas pequena.

2. Toda subsucesion de una sucesion Cauchy, también es Cauchy: basta notar
que dado € > 0, los términos en posiciones mayores a algin N € N siguen
estando a distancia menor que ¢, independientemente si forman parte o
no de alguna subsucesién.

Ejemplo 2.2.

1. Las sucesiones Cauchy de un espacio métrico finito son precisamente las
que son eventualmente constantes: si (mn)neN es una sucesién Cauchy
en un espacio métrico finito M := {mq,...,m,}, entonces para £ :=
ming<; j <, {d(z;, x;) # 0}, se tiene que existe N € N tal que si ¢,5 > N,
entonces d(z;,x;) < €, por lo que d(x;, ;) = 0 y por tanto x; = x;.

2. De forma similar, en un espacio métrico con la métrica cero-uno las su-
cesiones Cauchy también son las eventualmente constantes: si (2, )nen €s
Cauchy, entonces para 0 < ¢ < 1 se tiene que existe un N € N tal que
d(z;,z;) < e. Esto fuerza que d(z;,z;) =0, y por tanto z; = z;.

Una pregunta natural es cémo se relacionan los conceptos de sucesiones con-
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vergentes y sucesiones Cauchy. Intuitivamente, como en el caso de una sucesién
convergente los puntos de una sucesién se van acercando cada vez més al limite,
se tiene que estos puntos también tiene que estar acercandose entre si.

Lema 2.3. Toda sucesién (x,)nen convergente en un espacio métrico M es
Cauchy.

Demostracion. Sea (z,)neny como en el enunciado. Supongamos que z, — a.
Por tanto, dado € > 0, existe N € N tal que d(z,,a) < § para todo n > N.
Por tanto, para todos m,n > N, por la desigualdad triangular de M se tiene

que d(Tp,n) < d(Tm,a) + d(zp,a) < §+ 5 = ¢, es decir, la sucesién es
efectivamente Cauchy. O
Observacion.

1. El contrarreciproco del lema 2.3 nos dice que si una sucesion no es Cauchy,
entonces no es convergente.

2. Es importante notar que una sucesién sea Cauchy no implica que sea
convergente: consideremos Q como subespacio métrico de R, sea a € R—Q,
y consideremos una sucesién en R de nimeros racionales que converge a
a (eg., la expansién decimal de a).

Notemos que esta sucesién converge en R, por lo que el lema 2.3 nos dice
que es Cauchy en R, y como Q es subespacio métrico de R, entonces la
sucesién es Cauchy en Q. Sin embargo, a € Q, es decir, la sucesiéon no es
convergente en Q.

Lema 2.4. Toda sucesion (z,)nen Cauchy en un espacio métrico M es acotada.

Demostracion. Sea (xy,)nen como en el enunciado. Como es Cauchy, dado e = 1,
existe N € N tal que d(z,,z,,) < 1 para todos n,m > N, es decir, que el
conjunto {x, | n > N} estd contenido en una bola B de didmetro 1. Se sigue
el conjunto de los términos de la sucesién estd contenido en {z1,...,zx} U B.
Como cada conjunto es acotado, su unién también lo es. O

Observacion. El contrarreciproco de 2.4 nos dice que si una sucesiéon no es
acotada, entonces no es Cauchy (y por tanto no es convergente). También, es
importante notar que una sucesion sea acotada no implica que sea Cauchy: con-
sideremos la sucesién (2,0,2,0,...) en R. Esta sucesién es claramente acotada
(eg., por 2), pero no es Cauchy, pues la distancia entre términos es siempre 0 o
2, en vez de arbitrariamente pequena.

Lema 2.5. Si una sucesion (z,)nen Cauchy en un espacio métrico M tiene
alguna subsucesion convergente, entonces es convergente, y el limite es el mismo
que el de la subsucesion.

Demostracion. Sea (Tp)nen como en el enunciado, y sea (2, )ken una subsuce-
sién de (z,)nen que converge a a € M. Probemos que igualmente x,, — a.
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Sea £ > 0. Como (x,)nen es Cauchy, existe N1 € N tal que d(zpm,z,) < 5
para todos m,n > Nj. Por otro lado, como (z,,)ren es convergente, existe
Ny € N tal que d(xp,,a) < § para todo nj > Na. Sea N := mdx { Ny, Na}. Por
tanto, por la desigualdad triangular de M, se tiene que

d(xp,a) < d(xn,Tn,) + d(x4,,a) < g + 5= g,

para todos x,,xn, > N Esto es por definicién que x, — a. O

Observacion. El contrarreciproco de 2.5 dice que si una sucesion Cauchy no es
convergente, entonces todas sus subsucesiones divergen. También, si una suce-
sion posee dos subsucesiones que convergen a limites distintos, entonces esta no
puede ser Cauchy.

Definicién 2.6. Decimos que un espacio métrico M es completo si toda suce-
sion Cauchy en M es convergente.

Ejemplo 2.7.
1. @ no es un espacio métrico completo, como muestra el caso de v/2.

2. Los espacios con la métrica cero-uno son completos: cualquier sucesién
Cauchy acd es eventualmente constante , y las sucesiones (eventualmente)
constantes son convergentes.

El siguiente resultado es crucial para el andlisis y calculo real, y es una muy
buena aplicacién de toda la teoria que hemos revisado hasta ahora.

Teorema 2.8. Los numeros reales R son un espacio métrico completo con la
métrica usual.

Demostracion. Sea (x,)nen una sucesiéon Cauchy en R. Para cada n € N, de-
finimos el conjunto X,, := {x;: i > n} = {x;,xiy1,...}. Notemos que si i > j,
entonces X; D Xj, es decir, X1 2 Xy D ...

Como X7 tiene a todos los términos de la sucesion, y esta es Cauchy, se sigue
que X; es acotado por algin b € R, y como X; contiene a X,, para cadan € N,
se tiene que estos también son acotados. En tanto también son no vacios, tienen
infimo. Sea a,, := inf X, para cada n € N.

Si consideramos la sucesién (a, )pen, como esta es mondtona (a; < ag < -+ )
y acotada por b, entonces converge al supremo del conjunto de los términos de

la sucesién, digamos a a := sup {a, },cy- Probemos que z,, — a.

Sea ¢ > 0. Como (z)nen es Cauchy, entonces existe algin N € N tal que
|y — 2| < € paran,m > N. Como a es supremo de {a, },,y, se tiene que a—¢
no es cota superior de {ay, }, oy, es decir, existe & € N tal que a—¢ < ax < a. En
particular, como (a,)nen €s creciente, podemos contrar k > N es decir, existe
ke Ntal que a — e < ag < a.
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Por otro lado, a; es infimo de Xk, por lo que ax + € no es cota inferior de
Xk, es decir, existe j € N tal que a < x; < ay + €. En particular, x; € Xy, por
lo que existe j > k tal que a; < z; < aj, + €. Por tanto, se tiene la cadena de
desigualdades

a—e<ap<z;<apt+e<ate,

para j,k > N. Es decir, para n > N se tiene que |z, —a| < ¢, por lo que
efectivamente z,, — a. Por tanto, R es completo. O

El siguiente resultado dice que en un espacio completo, ser cerrado es equi-
valente a ser completo:

Proposicién 2.9. Sea M un espacio métrico completo. Un subespacio F' C M
es cerrado si y solo si es completo.

Demostracion. Probemos ambas implicancias.

= : Supongamos que F' C M es cerrado. Sea (z,)nen una sucesiéon Cauchy
en F. Como F' es cerrado, entonces a := lim,_,-, x, € F, lo que prueba
que F' es completo.

<= Supongamos que F' C M es completo y consideremos una sucesion (z,, )nen
en F' convergente a a € M. Por 2.3, esta sucesién también es Cauchy en
M, por lo que es Cauchy en F, por lo que es convergente en F', lo que
prueba que F es cerrado. O

El siguiente teorema caracteriza los espacios completos como aquellos que
poseen la propiedad de los intervalos encajados:

Teorema 2.10 (Interseccién de Cantor). Un espacio métrico M es comple-
to si y solo si para toda cadena decreciente F1 D Fy D ... de cerrados no-vacios
en M tales que lim,, o diam(F,) = 0, se tiene que [,y Frn = {a} para algin
ac M.

Demostracion. Probemos ambas implicancias.

= : Sean M completo y {F,}, .y como en el enunciado. Para cada n, escoge-
mos un x, € F, (cosa que podemos hacer porque cada F,, es no-vacio).
Esto define una sucesién (x,,)nen en M. Podemos probar que esta sucesién
es Cauchy en M.

En efecto, dado N € N, se tiene que si m,n > N, entonces, F,,, F,,, C Fy,
y por tanto x,,,x, € Fx. Por otro lado, como lim,,_, diam(F,) = 0, se
tiene que para cada £ > 0 existe un N € N de modo que diam(Fy) < e.
Por tanto, dado € > 0, se tiene que existe N € N de modo que

m,n>N = Xy, 2, € Iy = d(apm,x,) < dlam(Fy) < e,
por lo que (z,,)nen es efectivamente Cauchy en M, y como M es completo,

se tiene que (z,)nen converge.
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Sea a := lim, . T,,. Para ver que a € ﬂneN F,,, notamos lo siguiente: a
partir de cada N € N, se tiene que z,, € Fiy para todo n > N, por lo que
lim,, yoo T, = a € Fy. Como Fy C Fy_1 C ... C F}, se tiene que a € F},
para todo k € N, y por tanto a € (), oy Fa-

Para probar que la interseccién no posee otro elemento, supongamos lo
contrario: sean a,b € mnEN F,,. Por tanto, en particular se tiene que
d(a,b) < diam(F,,) para todo n € N, por lo que en particular d(a,b) <
lim,, o, diam(F;,) = 0, de lo que d(a,b) = 0, y por definicién de métrica,
a=b.

<= Supongamos que la intersecciéon de una cadena decreciente cerrados no-
vacios en M con didmetro tendiendo a 0 es un Unico punto. Para probar
que M es completo, probaremos que es secuencialmente completo.

Sea (zn)nen una sucesién Cauchy, y definamos X, := {x;},., . Es claro
que X1 D X5 D ... es una cadena decreciente de conjuntos no-vacios, por
lo que X; O X5 D ... es una cadena decreciente de conjuntos no-vacios
cerrados en M.

Como (zp,)nen es Cauchy, la distancia entre puntos es decreciente a medida
que crece n, por lo que se tendra que

lim diam(X,,) = lim diam(X,) =0,

n—00 n— oo

y por hipétesis se tendra que (), .y Xn = {a} para algin a € M.

Asi, a es el limite de una subsucesién de (z,)nen, ¥ cémo esta es Cauchy,
se tiene que en verdad lim,, o , = a € M. Como (z,)nen era arbitraria,
se tiene que cualquier sucesién Cauchy converge en M, por lo que M es
efectivamente completo. O

2.2. Funciones lipschitzianas y el Teorema de Banach

Un ejemplo importante de funciones continuas son las de Lipschitz, que son
aquellas limitadas en cudnto pueden cambiar. Por ejemplo, estas se utilizan para
probar el teorema del punto fijo de Banach; también, pedir que una funcién
sea lipschitziana es la condicién crucial para el teorema de Picard—Lindelof de
existencia y unicidad de soluciones del problema de valor inicial.

Definiciéon 2.11. Sean M, N espacios métricos. Una funcién f: M — N es
lipschitziana si existe una constante ¢ > 0 tal que d(f(z), f(y)) < c-d(z,y) para
todos z,y € M.

Ejemplo 2.12. El ejemplo maés sencillo de funciones lipschitzianas son las fun-
ciones constantes, porque la distancia entre imagenes bajo una funcién constante
siempre es 0, por lo que cualquier ¢ funciona.
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La propiedad importante de estas funciones, es que son todas continuas, por
lo que cada ejemplo de funcién lipschitziana es ejemplo de funcién continua:

Proposicion 2.13. Toda funcion lipschitziana f: M — N es continua.

Demostracion. Sea f lipschitziana de constante c¢. Debemos probar que f es con-
tinua. Sean a € M y € > 0,y consideremos J := €/c. Se sigue que d(f(z), f(a)) <
¢-d(z,a), pues f es lipschitziana. Por tanto, si d(x,a) < § = €/c, se tiene que
d(f(z), f(a)) < c-efc=¢, es decir, f es efectivamente continua. O

Las funciones lipschitzianas tienen estructura de espacio vectorial:

Proposicién 2.14. El conjunto Lip(R) de las funciones lipschitzianas R — R
es un R-espacio vectorial con la suma y escalamiento punto a punto.

Demostracion. Consideremos f,g: M — R funciones lipschitzianas de constan-
tes ¢, k y una constante A € R. Para probar que (f+¢) también es lipschitziana,
notemos que

[(f+9)(@) = (f+9) W) =1f(z) +9(x) — f(y) — 9(y)|
= [[f(z) = f)] + [9(z) — 9(v)]]
< [f(z) = fW)+lg(z) — g9(y)|
< cd(z,y) + kd(z,y)
= (c+k)d(z,y),

donde la tercera linea se obtuvo por desigualdad triangular, y la cuarta porque
estamos suponiendo f, g lipschitzianas. Para probar que Af es lipschitziana,
notamos que

|(Af) (@) = (AW = [Mf(x) = Af(y))]
= [Al[f(z) = f(y)]
< |Aled(z, y). O

Para exhibir ejemplos, conviene desarrollar un criterio que permita verificar
si una funcién real es lipschitziana. Sirve ver si tiene primera derivada acotada:

Lema 2.15. 57 f: R — R es diferenciable con derivada acotada por entonces
es lipschitziana de constante ¢ := sup {|f'(z)|}.

Demostracion. Dado ¢ como en el enunciado, existe algin intervalo cerrado
I :=[a,b] en el que f’ es acotada por c. El teorema del valor medio nos dice que
dados z,y € I arbitrarios, existe un x < z < y tal que f(x)— f(y) = f'(2)(x—y).
Por lo mencionado antes, se tiene que |f'(z)] < ¢, por lo que tomando valor
absoluto de la expresién anterior, se tiene que |f(z) — f(y)| < clz —y|. O

Ejemplo 2.16.
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1. Por tanto, funciones como las polinomiales restringidas a intervalos, seno
0 coseno, son todas continuas.

2. Si bien esta condicién es suficiente para determinar si una funcion es lips-
chitziana, no es necesaria. Por ejemplo, el valor absoluto usual f(z) := |z
es lipschitziana de constante 1, pero no es diferenciable en 0.

3. Decimos que una funcién es una contraccion si es lipschitziana de constante
0 < ¢ < 1. Si f es lipschitziana de constante ¢ = 1, decimos que es una
contraccion débil.

4. En cualquier espacio vectorial normado (E, ||-||), la norma es una contrac-
cion débil, pues

dllz[l [[y[l) = Illlz[l = vl
= |l[lz =0l — [ly — ol
<z -yl
=d(z,y).

Un problema recurrente en sistemas dinamicos y el estudio de ecuaciones
diferenciales es el encontrar puntos fijos. Recordemos la definicién.

Definicién 2.17. Sea A un conjunto y f: A — A. Decimos que x € A es un
punto fijo de f si f(x) = .

Existen multiples teoremas que nos aseguran la existencia de estos puntos
fijos. En esta seccién estudiaremos un par de estos resultados para espacios
métricos, aprovechando que ya tenemos multiples herramientas en nuestro ar-
senal.

Teorema 2.18 (Punto fijo de Brouwer). Consideremos R como espacio
métrico. Toda funcidn continua f: [0,1] — [0,1] tiene al menos un punto fijo
z € 10,1].

Demostracion. Consideremos la funcién auxiliar g(x) := f(x) — x. Notamos que
esta funcién es continua. Como f([0,1]) C [0, 1], se tiene que g(0) = f(0) — 0 =
f(0) >0,y que g(1) = f(1)—1 < 0. El teorema del valor intermedio nos asegura
que existe z € [0,1] de modo que g(z) = 0, es decir, tal que f(z) = z. Por tanto,
hemos encontrado un punto fijo de f. O

Hacemos dos observaciones. Primero, este resultado podria haber sido revi-
sado en un curso de célculo real sin problemas. Segundo, este teorema se puede
generalizar a R™, pero no lo estudiamos pues no nos es relevante. Ahora, probe-
mos algo més interesante, y que si usa herramientas de andlisis. Este teorema
es clave para demostrar, por ejemplo, el Teorema de Picard—Lidel6f sobre exis-
tencia y unicidad de problemas de Cauchy en Ecuaciones Diferenciales.
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Teorema 2.19 (Punto fijo de Banach). Sea M un espacio métrico. Si M
es completo, entonces toda contraccion f: M — M posee un unico punto fijo.
Mads atn, este punto fijo estd dado por el limite de la orbita bajo f de cualquier
xo € M.

Demostracion. Consideremos la érbita de zg bajo f definida recursivamente por
o = Xg,
Xy = f(xn_1) paran > 1.
Para probar el resultado hay que probar que esta érbita siempre converge,

que este limite es punto fijo de f, y que este punto fijo que encontramos resulta
ser tinico. Vamos en orden.

Para probar que (z,)nen converge, podemos aprovecharnos de que estamos
suponiendo que M es completo y probar tnicamente que la sucesion es Cauchy.
Notamos que, estudiando términos consecutivos, se tiene

d(@1,22) = d(f(20), f(21)) < ed(zo,21),
y también que
d(xg,23) = d(f(21), f(22)) < cd(21,22) < Pd(zo, x1).
Inductivamente, se sigue que
d(Xp, rr1) < d(x0,21), (2.19.1)

para todo n € N. Luego, notamos que si n < m, entonces m = n + p para
algin p € N, lo que nos permite usar la desigualdad triangular multiples veces,
obteniendo que
d(@n, Tm) = d(Tn, Tnip) < d(@n, Tns1) + -+ + A Tngp—1, Tntp)
(" 4+ PN d(xg, 11)
n

(Lt et -+ P Hd(xo, x1)

IN

Cn

= 1— Cd(l‘o,l‘l).

En la primera desigualdad, usamos la desigualdad triangular, en la segunda la
cota obtenida en la ecuacién 2.19.1, y en la ultima la férmula cerrada de una
suma geométrica, que podemos utilizar en este caso porque estamos asumiendo
que |c¢| < 1. Tomando n — oo en la tultima linea, tenemos producto de limite
nulo por constante, que es nulo. Por tanto, d(x,,, ;) — 0 y concluimos que la
sucesién es efectivamente Cauchy y por tanto convergente. Sea a := lim,,_, o @,
Probar que a es punto fijo de f es directo, pues

(a) f( lim zn)

n—oo

n— oo

= lim xp41 = a,
n—oo
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donde en la segunda igualdad usamos la continuidad de f. Efectivamente a es
punto fijo de f

Para probar la unicidad, supongamos que b € M también es un punto fijo
de f. Se tiene que

d(a,b) =d(f(a), f(b)) < cd(a,b)) = d(a,b) — cd(a,b) = (1 — c)d(a,b) < 0.

Como (1 —¢) > 0, debe ser que d(a,b) < 0, pero las métricas son no-negativas,
de lo que d(a,b) = 0. Es decir, a = b. Esto prueba el resultado. O

2.3. Continuidad uniforme

La continuidad que revisamos es local, pero hay veces que esta condicién no
es suficiente para deducir resultados importantes. Por ejemplo, para demostrar
que toda funcién [a,b] — R continua es Riemann-integrable, Cauchy utilizé (sin
darse cuenta) el hecho no trivial de que las funciones continuas en un intervalo
cerrado y acotado son de hecho uniformemente continuas, en el sentido de que
no solo mapean vecindades de un punto a vecindades de la imagen del punto,
sino que mapean a puntos cercanos de modo que sus imagenes sean cercanas:

Definicién 2.20. Sean (M,d) y (N,p) espacios métricos. Decimos que una
funcién f: M — N es uniformemente continua si para todo € > 0 podemos
encontrar § > 0 de modo que si d(z,y) < ¢ entonces p(f(x), f(y)) <e.

Observacion.

1. La diferencia logica con la continuidad es solo el orden de los cuantifica-
dores. Esto se traduce a que el § que vayamos a escoger, solo dependera
del valor de €, y no de los puntos que elijamos.

2. Es claro que si f es uniformemente continua, entonces es continua. El
reciproco no es cierto. Por ejemplo, al considerar la funcién R — R dada
por f(z) := 2% y dado § > 0 arbitrario, se tendrd que (asumiendo z > 0)

‘f(m g) - f(z)

Se tiene que |z + §/2 — x| = |6/2| < §, pero el lado derecho de la ecuacién
2.20.1 no es acotado como funcién de z.

62
=20+ (2.20.1)

Lema 2.21. De estar bien definida, la composicion de funciones uniformemente
continuas es uniformemente continua.

Demostracion. La demostracion del lema 1.20 funciona mutatis mutandis. [

Ejemplo 2.22.
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1. Toda funcién lipschitziana es uniformemente continua. La demostraciéon
del ejemplo 2.13 funciona mutatis mutandis.

2. La suma de funciones uniformemente continuas es uniformemente conti-
nua, lo que es directo de probar. Sin embargo, el producto de funciones
uniformemente continuas no ha de serlo, como ejemplifica = — 22 definida
R — R. Sin embargo, al restringir esta funcién a un intervalo acotado, se
vuelve lipschitziana, y por tanto uniformemente continua.

Recordemos que una funcién es continua si mapea sucesiones convergentes a
sucesiones convergentes, preservando el limite. Algo similar ocurre con funciones
uniformemente continuas y sucesiones Cauchy:

Proposicion 2.23. Sean M, N espacios métricos. Si f: M — N es uniforme-
mente continua, entonces mapea sucesiones Cauchy en M a sucesiones Cauchy
en N.

Demostracion. Consideremos (z,)nen una sucesién Cauchy en M, y considere-
mos la sucesién (f(z))nen en N. Sea e > 0. Por la continuidad uniforme existe
4 > 0 de modo que si d(z,y) < d, entonces d(f(x), f(y)) < e. Por la propiedad
de Cauchy, existe N € N de modo que si m,n > N, entonces d(z,,x,) < 9.
Por tanto, d(f(xm), f(xn)) < €, lo que prueba que la sucesién de imdgenes es
Cauchy en N. O

Observacion.

1. El que la continuidad sea uniforme es necesario: una funcién que es solo
solo continua, como

fR-{0} —R

s 1
x

mapea la sucesién Cauchy (%)nEN en R a la sucesién (n)nen, que no es
Cauchy en R.

2. Con esto, podemos probar que el que una funcién mapee sucesiones Cauchy
a sucesiones Cauchy no es un criterio para chequear continuidad uniforme:
la funcién real = — z2 es continua, por lo que mapea sucesiones convergen-
tes (y por tanto Cauchy), en sucesiones convergentes (y por tanto Cauchy),
pero no es uniformemente continua.

El siguiente resultado dice que un producto finito de espacios completos, es
completo:

Proposicion 2.24. Si M, N son espacios métricos completos, entonces M x N
es completo. Inductivamente, si My, ..., M, son espacios métricos completos,
entonces [[/_, M; es completo

i=1 44 pieto.
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Demostracion. Sea (zp)nen una sucesién Cauchy en M x N dada por
Zn = (an, by),

para cada n € N. Como las proyecciones my: M X N - M y mo: M x N = N
son uniformemente continuas, se sigue que (, )neN ¥ (Yn)nen son Cauchy en M
y N respectivamente, por lo que son convergentes en M y N respectivamente,
debido a la completitud, digamos a a y b respectivamente. Se sigue que z,, —
(a,b) € M x N, de lo que la sucesién es Cauchy, y por tanto el espacio M x N
es completo. O

Observacion. El reciproco de este resultado también es cierto, pero para probar-
lo se necesitan herramientas que si bien no son complicadas, no hemos revisado.

Ejemplo 2.25. Como ya probamos que R es completo, es directo que R™ es
completo para cualquier n € N.

Podemos generalizar este resultado para productos numerables:

Proposicién 2.26. Si (M, )nen es una familia numerable de espacios métricos
completos, entonces [[;cy M; es completo.

Demostracion. La idea es andloga al resultado anterior, pero la notacién com-
plica algo las cosas. Sea ((Zmn)neN)men una sucesién Cauchy en [], .y M.
Cada proyeccién m;: [[,cy Ms — M; es uniformemente continua, por lo que
mapea sucesiones Cauchy a sucesiones Cauchy. En particular cada (;,)nen €s
Cauchy en M;, por lo que es convergente en M;, digamos a a,;. Se sigue que
((zmn)nen) — (a1,as,...), lo que prueba que el producto numerable es efecti-

vamente completo. O

Observacion. Igualmente, el reciproco de este resultado es cierto, pero no lo
probamos.

El siguiente resultado es importante en general. Por ejemplo, es el paso cru-
cial para demostrar que toda funcién continua en R es Riemann-integrable.

Proposicién 2.27 (Heine—Cantor). Sean K, N espacios métricos. Si K es
compacto, entonces cualquier funcion continua f: K — N es uniformemente
continua.

Demostracion. Supongamos, buscando una contradiccién, que la continuidad
de f no fuese uniforme. En tal caso, existe ¢ > 0 de modo que para cualquier
6 > 0, en particular para d,, := %, podemos encontrar x,,y, € K de modo que
d(Tpn, Yn) < On, pero d(f(xy,), f(yn)) > €. Consideremos las sucesiones formadas
por los x, y los y,. En virtud de la compacidad, podemos encontrar subsuce-
siones, ambas convergentes a un a € K. Como f y d son continuas, se tiene
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que

=d(f( 1im ), f( 1im f(yn)))
d

lo que es contradictorio.
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3. El espacio de las funciones reales continuas
sobre un compacto

Recordemos del Ejemplo 1.7 que dado un conjunto X, el conjunto B(X) es
un espacio métrico con la funcién

deo(f,9) = sup |f(z) — g(=)],

que puede ser inducida por la norma ||-|| . La convergencia en esta norma/métri-
ca, se llama uniforme. Resulta ser que es completo:

Teorema 3.1. Dado un conjunto X, se tiene que B(X) es un espacio de Ba-
nach, es decir, es completo respecto a la métrica inducida por la norma-infinito

oo -

Demostracion. En efecto, consideremos una sucesién Cauchy (fy,)nen en B(X).
Por definicién esto es que dado € > 0, existe N € N tal que || fm — foll, <€
para todos m,n > N. Esto nos dice que como

[fm (@) = fu(@)] < |[fm = fullo <&

para todo z € X, entonces la sucesién (| fn(x)|)nen es Cauchy en R para todo
x € X,y por tanto convergente en R. Asi, nuestro candidato a limite puede ser
definido punto a punto como

f(x) = lm_ f,(x).

n— oo

Primero, corresponde chequear que f es acotada. En efecto, toda sucesién
Cauchy es acotada, por lo que existe M € R de modo que | f,||,, < M para
cada n € N. Como

[fn(@)] < Ifnlloe < M,

se sigue, tomando n — oo, que |f(z)] < M, es decir, que f es efectivamente
acotada.

Resta probar que nuestra sucesién original converge a f. Esto es directo,
pues para n > N se tiene que

| fr — f”oc = mlgnoo [ fn — meoo <é&,
lo que prueba que efectivamente f,, — f € B(X). O
Si X es un espacio métrico compacto (eg., [a, b] con la métrica de R), el con-
junto de las funciones continuas a valores reales C(X) es un subespacio métrico

de B(X) gracias al Teorema del Valor Extremo, y también es una R-espacio
vectorial. Este espacio también es completo:
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Teorema 3.2. Dado X un espacio métrico compacto, C(X) es un espacio de
Banach, es decir, es completo respecto a la métrica inducida por la norma ||-|| -

Demostracion. Recordemos que en un espacio completo, un subespacio es com-
pleto si y solo si es cerrado. Por tanto, basta probar que C(X) es un subespacio
cerrado de B(X). Para ello, verificamos que que toda sucesién convergente de
funciones continuas tiene como limite a una funcién continua, lo que es un argu-
mento breve: como X es compacto, las nociones de funcién continua y uniforme-
mente continua coinciden, y sabemos que el limite de funciones uniformemente
continuas es uniformemente continuo. O

En este contexto, el espacio C(X) también es un anillo (conmutativo, con
unidad) equipado con el producto punto a punto. La estructura de anillo y de
R-espacio vectorial son compatibles, en el sentido que la accién de R en C(X)
distribuye sobre el producto de R.

M4s generalmente, dado un cuerpo k, decimos que un anillo A (conmutativo,
con unidad®) es una k-dlgebra si es un k-espacio vectorial, y las operaciones
involucradas son compatibles en el sentido del parrafo anterior. Un ejemplo
importante es el espacio de las funciones polinomiales con coeficientes reales,
restringidas a algun intervalo cerrado:

Ejemplo 3.3. Sea I C R un intervalo compacto, y consideremos
n
Po(l):=<pelCl):p= Zajxj, a; €R
j=0

De nuestros cursos anteriores, sabemos que toda funcién polinomial a valores
reales definida en un intervalo compacto es continua, es decir P, (I) C C(I), que
Pn(R) es un R-espacio vectorial, y que es un anillo. Para verificar que es una
R-algebra, hay que verificar la condiciéon de compatibilidad, que en este caso se
lee

(af)(Bg) = (aB)(fg), B ER, f g Pu(R),

que es clara al expandir f y g.

3.1. El teorema de Stone—Weierstrass

Un problema natural es el siguiente. Consideremos X un espacio métrico
compacto, y A un sub-dlgebra de C(X). Probamos que este espacio es cerrado,
por lo que A C C(X). Asf, podemos preguntarnos bajo qué condiciones esta
contencién es una igualdad. Resulta que basta la hipdtesis que A separe puntos,
en el sentido que dados z,y € X, podamos encontrar f € A tal que f(z) # f(y).

5La existencia de la unidad es importante pues implica que contiene a todas las constantes
(ie., los elementos de k). Hay autores que estudian otras configuraciones. Por ejemplo, se pue-
den considerar dlgebras no-unitarias, no-conmutativas, o no-asociativas, las que son naturales
en otros contextos. Acd trabajaremos el caso mas simple.
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Teorema 3.4 (Stone—Weierstrass). Sea X un espacio métrico compacto. Si
A C C(X) una sub-dlgebra que separa puntos, entonces A = C(X).

Expliquemos la idea de la demostracién. Fijada f € C(X), para cada e > 0
queremos encontrar ¢ € A tal que ||f — o], < ¢, de modo que f € A. Esta
o estard dada por el mdximo puntual de finitas funciones (acd usaremos la
compacidad), cada una dada por una interpolacién adecuada de f. Procedamos
a la prueba.

Lema 3.5 (Interpolacién). Bajo las hipdtesis de Stone—Weierstrass, para ca-
da a,b € X existe una funcion hgp € A tal que

has(a) = f(a) y hap(b) = f(b).

Demostracion. Sia = b, basta elegir f. Para a # b, por la hipdtesis que A separa
puntos podemos encontrar ¢ € A tal que 9(a) # 1(b). Asi, podemos considerar
la interpolacién

Y(x) —(a)
¥(b) —(a)
Es una combinacién R-lineal de elementos de A, por lo que también es miembro

de A. Para verificar que satisface la propiedad de interpolacién, basta con evaluar
directamente. O

hap(x) = f(a) + [f(b) — f(a)]

Lema 3.6 (Aproximacién). Bajo las hipdtesis de Stone—Weierstrass y fijado
x € X, para cada € > 0 existe g € A tal que

9(y) € (f(y) — &, fly) +e),

para todo y € X.

Demostracion. Para cada y € X, sea h,, Podemos considerar el intervalo real
de radio ¢ alrededor de (f — hy4)(y) € R, cuyo conjunto preimagen, por conti-
nuidad, contiene una vecindad (que podemos asumir es una bola B,) en torno
ay € X tal que f(2) — hyy(2) < e, es decir

f(2) < hgy(z) +¢

para cada z € By,.

La coleccién {By:y € X} cubre X, y por la compacidad de X podemos
extraer un subcubrimiento finito By, , ..., By, . Asi, la funcién

hy(2) == min(hy 4, (2), ..., hay, (2))

estd bien definida. En el lema siguiente probamos que de hecho h, € A, pero de
momento lo asumimos.
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Haremos un argumento analogo al recién visto, pero con h,. Dado =z € X,
como f es continua podemos encontrar una vecindad V, de x de modo que
f(2) < hg(z) + € para todo z € V,, o equivalentemente, que

f(z) —e < hz(2).

Todos los V, cubren X, y por compacidad extraemos finitos z1,...,z,, € X.
Asi, la funcién

9(2) == méx(hg, (2), ..., ke, (2))

estd bien definida, y satisface la cota deseada. Estamos prontos a probar que
ge A O

Lema 3.7 (Pertenencia). Bajo las hipdtesis de Stone—Weierstrass, si f,g €
A, entonces

(fANg)(x) :=méx(f(x), g(x)), v (fVg)(x):=min(f(z), g(x))
pertenecen a A.

Demostracion. Partimos recordando que un truco estdndar permite probar que

_ftg |f—4dl

_f+tg [f—4
2 2 ’

A
fAg 5 5

Vg

por lo que el problema est4 en verificar que |-| € A.

Notemos que podemos escribir |f(z)| = \/f(x)?. Por comodidad, normalice-
mos una f € A, de modo que

ﬂ@;;ﬂiiemu

1 (2)]I2,

Esta funcién habita en A, por lo que nos gustaria tomarle raiz cuadrada para
recuperar el valor absoluto. El problema es que la funcién z — 1/ no necesa-
riamente estd en A.

Lo que si podemos hacer es aproximarla uniformemente por funciones polino-
miales, que ciertamente estan en A. Los aproximandos se definen recursivamente
como

ui(t) =0
Unp1(t) = un(t) + 5[t — u,(t)?] para n > 2.

Se puede probar que la sucesién es (puntualmente) creciente mediante induccién.
Para probar que converge puntualmente a la raiz cuadrada usamos un poco de
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manipulacién algebraica. En efecto,

V= tnia(B)] = |VE— un(t) - %(t —un(t)?)

— Wi = un(t) — %(\/ﬂun(t)) (vVi- un(t))‘
~| (Vi ) (1= (v + u0) )

)

y como u,(t) < v/1, el factor en la derecha es siempre positivo. Tomando n — oo,
la Unica forma en que se mantenga la igualdad es que |\/i — un(t)’ — 0, que es
lo que habiamos afirmado.

Gracias al Teorema de Dini, podemos concluir que u,(t) — v/t uniforme-
mente. Por lo argumentado anteriormente, concluimos lo enunciado. O

Asi, el Ejemplo 3.3 muestra que el espacio Pp([a,b]) satisface las hipdtesis
del Teorema de Stone—Weierstrass, por lo que deducimos inmediatamente que
las funciones polinomiales de [a, b] son densas en el espacio de funciones conti-
nuas de [a, b], es decir, que toda funcién continua en [a, b] se puede aproximar
uniformemente por funciones polinomiales de [a, b]. Este resultado se generaliza
directamente a funciones polinomiales en varias variables.

3.2. El teorema de Arzela—Ascoli

Probamos que un subconjunto en R™ es compacto si y solo posee la Propiedad
de Borel, es decir, si es cerrado y acotado. Este no es el caso en espacios de
funciones continuas, donde de hecho ninguna bola cerrada es compacta. Veamos
el caso de la bola unitaria:

Ejemplo 3.8. Consideremos C([a, b]). La bola unitaria cerrada
B[0,1] = {f: [a,b] = R continua: | f[|,, <1},

es cerrada (pues es una bola cerrada), y acotada. Sin embargo, no es compacta:
consideremos la sucesién (fy)nen en B[0,1] dada por

gn(z) =

para cada n € N. Esta sucesién converge puntualmente a la funcién

0 z2€(0,1)
f@%—{lm_L

que no es continua. En particular, esta sucesiéon y sus subsucesiones no tienen

limite puntual en B[0,1], y por tanto no tienen limite uniforme en B|0, 1]. Esto
es precisamente no ser compacto.
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Por lo tanto nos gustaria desarrollar alguna condicién adicional que impo-
ner sobre una familia de funciones continuas para recuperar la equivalencia a
compacidad a la que ya nos acostumbramos. La respuesta se encuentra en el con-
cepto de equicontinuidad. Giulio Ascoli probd que efectivamente esta condicién
bastaba en [Asc84], y Cesare Arzela demostré que en verdad dicha condicién
era necesaria en [Arz95]. Intuitivamente, una familia 7' de funciones continuas
[a,b] — R serd equicontinua si cada una de las funciones de F envia puntos
suficientemente cercanos de [a,b] a imdgenes uniformemente cercanas. Formal-
mente:

Definicién 3.9. Un subconjunto E C C([a,b]) se dice (uniformemente) equi-
continuo si dado cualquier € > 0, podemos encontrar § > 0 de modo que si
|z —y| < 0, entonces |f(z) — f(y)| < € para todas las f € E.

Veamos un par de ejemplos de familias equicontinuas.

Ejemplo 3.10.

1. Si E C C([a,b]) es formado por funciones lipschitzianas con misma cons-
tante ¢ > 0, entonces es equicontinuo. En efecto, dado ¢ > 0 cada f € F
es tal que si [z —y| < £ entonces |f(z) — f(y)| <e.

2. La sucesion (f,)nen en C'([a,b]) dada por f,(z) := £ es equicontinua:
basta notar que % fnlz) = % < 1, es decir, cada f, tiene derivada acotada
por 1, por lo que cada una es lipschitziana de constante 1. El ejemplo

anterior nos permite concluir que esta sucesion es en efecto equicontinua.

Ahora, estudiaremos algunos resultados preliminares sobre familias equicon-
tinuas que nos seran de utilidad para probar el Teorema de Arzela—Ascoli.

Lema 3.11. Si una sucesion equicontinua (fn)nen en C([a, b]) converge puntual-
mente a f € C([a,b]), entonces el conjunto E := {fn},.nU{Sf} es equicontinuo.
Demostracion. Falta probar la equicontinuidad de f. Usando desigualdad trian-
gular y ceros convenientes, tenemos para cada n € N que

[f(@) = f(y)l = [f (@) = fu(2) + fu(z) = F(y)]
< |f(@) = fa(@)] + | fulx) = f(Y)]
<|f(@) = fu(@)[ + [ fu(@) = fuly) + fu(y) = F(9)]
< (@) = fal@)[ + [fa(@) = fa(@) + [fuly) = f(y)]-

Por la convergencia puntual, para n suficientemente grande el primer y ulti-
mo sumando de la expresién anterior son < &, y por la equicontinuidad, el
sumando de en medio es < £ cuando |z — y| < §. Asi, concluimos que

[f(x) = fy)] <3¢
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cuando |z — y| < §, y como ¢ era arbitrario esto termina de verificar la equicon-
tinuidad para f. O

Lema 3.12. Si una sucesidn equicontinua (fn)nen en C([a,b]) converge pun-
tualmente en a f € C([a,b]), entonces esta convergencia es uniforme sobre cada
compacto K C [a, b].

Demostracion. Debemos probar que ||f, — f||,, = 0, o equivalentemente, que
dado € > 0 podemos encontrar N € N tal que para todo z € K se tenga
|fn(x) — f(z)| < . Intentemos un argumento andlogo a la demostracién del
Lema anterior. Por desigualdad triangular y ceros convenientes, se tiene que

[fu(@) = f(2)| = [fnlz) — fn(y)+fn() f($)|
§|f (z) — fn(y)|+|fn(y) )+ fy) = f(2)]
< fa(@) = @+ 1 fa(y) = FW + [ f(y) = f(2)]

para cada n € Ny y € K arbitrario. Intentemos estimar esta suma.

Como la sucesién es equicontinua, el Lema 3.11 nos permite deducir que el
conjunto E := {f, f1, f2,...} es equicontinuo, y por tanto dado € > 0, podemos
encontrar 6 > 0 tal que el primer y dltimo sumando sean < e cuando |z — y| < é.

El problema es que la convergencia puntual no basta para acotar el sumando
de en medio uniformemente, pues la velocidad de convergencia dependera del
punto en cuestién. Aca es que la compacidad entra en juego.

Consideremos el § > 0 definido anteriormente por la equicontinuidad. Por la
compacidad, podemos cubrir K con finitas bolas abiertas de radio ¢, digamos

B(y175)7 .. '7B(yk75)a
para y; € K y algin k € N.
Ahora, la convergencia puntual nos dice que para cada j = 1,..., k, podemos
encontrar N(e,y;) € N tal que |f,(y;) — f(y;)| < € cuando n > N(e,y;). Asi,

podemos escoger
N(e) := miéx {N €,95)}

=1,k
y se tendra que el sumando de en medio efectivamente es < £ cuando n > N (¢).

Este N(e) solo depende de K y ¢, pero no de z, por lo que la convergencia es
en efecto uniforme.

En particular, tenemos que |f,(z) — f(z)] < 3¢ cuando n > N(eg). Como ¢
era arbitrario, concluimos lo afirmado. O

Teorema 3.13 (Arzela—Ascoli). Un conjunto E C C([a,b]) es compacto si y
solo si es cerrado, acotado, y equicontinuo.

Demostracion. Probemos ambas implicancias.
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—>: Ya sabemos que si F/ es compacto, entonces debe ser cerrado y acotado,
por lo que resta probar que es equicontinuo. Supongamos que no lo fuese.
Asi, podemos encontrar € > 0 de modo que para todo § > 0, se tenga que
hay z,y € [a,b] y f € E tales que |x — y| < d, pero |f(z) — f(y)| > e.

En particular, para cada ¢, := %, habrd f, € E y xp,yn € [a,b] tales
que |zn, — yn| < 9, pero | frn(zn) — fnlyn)| > €. Consideremos la sucesién
(fn)nen. Por la compacidad de E, esta sucesién admite una subsucesién
convergente, y por tanto equicontinua. Pero por construccién, (fy,)nen no
es equicontinua y por tanto no tiene subsucesiones equicontinuas, lo que
es contradictorio. Por tanto, debe ser que E si es equicontintinuo.

<= : Probemos compacidad secuencial. Sea (f,)nen una sucesién en E. El plan
es el siguiente: construir usando fuerza bruta una subsucesién convergente,
primero utilizando el hecho de E es cerrado y acotado para encontrar
una que sirva en los puntos racionales de [a,b], y luego apoyarnos en la
equicontinuidad para extender esta convergencia de modo uniforme sobre
todo [a, b].

En efecto, sea (z,)neny una numeracién de los racionales de [a,b]. Nota-
mos que para cada ¢ € N, cada sucesién de evaluaciones (fy,(z;))nen es
acotada y posee una subsucesién convergente por estar en E. Supongamos
que la respectiva subsucesién de cada (f,,(z;))nen converge a a,;. Ahora,
utilizaremos un argumento diagonal. Sea N1 C N el conjunto que indexa
la subsucesién (f,,(z1))nen que converge a a;. Ahora, podemos considerar
la sucesién (f,(22))nen,, que ain posee una subsucesién convergente a
asz, supongamos indexada por No C Nj.

Siguiendo de esta manera para cada ¢ € N, habremos encontrado una fami-
lia numerable de indices N D Ny D No D ..., y un punto a := (a1, ag, .. .).
Por el Axioma de Eleccion, existe un N, € N de modo que su j-ésimo
elemento sea el j-ésimo elemento de N; (todos los conjuntos ordenados
de forma creciente). Se sigue que cada miembro de (f,,(x;))nen, converge
puntualmente a a;, por lo que la sucesién (f,,)nen converge puntualmente
a una f € F sobre racionales.

Ahora, notemos que si probamos que esta convergencia es uniforme en
[a, b], terminamos. Esto es inmediato del Lema 3.12, que nos inidca que
la convergencia es uniforme en compactos de [a, b], en particular sobre el
mismo [a, b]. O

3.3. Transformaciones lineales continuas

Dado un R-espacio normado, en nuestro curso de Algebra Lineal estudiamos
su estructura de R-espacio vectorial. Ahora, también conocemos que gracias a
su norma, porta una estructura topoldgica. Por tanto, es natural indagar cémo
interactian estas estructuras.
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Una de estas interacciones ocurre al nivel de morfismos. En el caso de los
espacios vectoriales, estos corresponden a las transformaciones lineales, mientras
que para espacios topoldgicos son las funciones continuas. Asi, podemos estudiar
las transformaciones lineales continuas entre dos espacios normados.

Resulta ser que las tranformaciones lineales continuas son precisamente las
acotadas. Dados dos R-espacios normados V, W, podemos definir, en primera
instancia, una transformacion R-lineal T': V' — W como acotada si

ITv] < o0

para cada v € V. Resulta ser conveniente considerar una nocién algo mas fuerte,
pues en tal caso conseguiremos una norma que hace del espacio de las transfor-
maciones lineales continuas de un espacio de Banch:

Teorema 3.14. Dados V,W dos R-espacios de Banach, la funcion

ITllop = sup {lIT]ly}
ol <1

es una norma en el R-espacio vectorial
BV.W) = {T € L. W): |Tl|,, < o<},
que resulta ser completo respecto a tal norma.

Demostracion. Omitimeros la demostracién de que B(V,W) es un R-espacio
vectorial, y de la norma solo probaremos la desigualdad triangular—el resto
queda propuesto. Directamente,

1T+ Sllop = sup {I[(T+ S)lly}
el <1

< sup A[[Tzlly, + [|Sz]ly }

el <1

< sup {[[Tzlly} + sup {[[Szfly}
el <1 lelly <1

= [ Tllop + 15 1lop -

Para probar la completitud, consideremos (7},),en una sucesién Cauchy en
B(V,W), y notemos que para cada f € V fijo, se tiene que

ITif =T fllw < 1T = Tillop 1 £1l -

Gracias a la condicién de Cauchy de le hipétesis, esto indica que (T}, f)nen €s
Cauchy en W, que al ser Banach hace de dicha sucesién convergente, digamos a
T f. Esto define iinicamente una funcién 7: V' — W, que se verifica como lineal
directamente. Para probar que es acotada, notamos que

1Tl < b LTSy Fen
< Iflly sup {| Tl } <00,
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donde el dltimo supremo es acotado debido a que cualquier sucesiéon Cauchy es
acotada. Finalmente, falta probar que efectivamente T}, — T'. Para ello, notamos
que

ITif = Tfly = T ITef = Tuf
< Titm [T — Tl /11y

<ellflly,

donde la ultima desigualdad es cierta para n,k suficientemente grandes, da-
dos por la condicién de Cauchy original. Tomando SUp|| ||, <15 concluimos la
convergencia deseada. O

La norma ||-|| op S€ llama norma operador, y por eso usamos el subindice para
distinguirlo de las otras dos normas. Si bien pueden haber tres normas distintas
usandose al mismo tiempo, es habitual omitir los subindices por simplicidad
notacional. Nosotros acogemos esa costumbre desde ahora, a menos que sea
necesario.

Con esta nocidn, tiene sentido hablar de una transformacién acotada como
aquella que es acotada respecto a su norma operador. Asi, podemos probar el
resultado afirmado inicialmente:

Proposicién 3.15. Sean V,W dos R-espacios de Banach. Una transformacion
lineal T:'V — W es continua si y solo si es acotada.
Demostracion. Usaremos la caracterizacién de continuidad via sucesiones.

= : Probemos la afirmacién contrareciproca. Supongamos 1" no acotada, ca-
so en el que dada una sucesién (f,)neny en V' de norma < 1, se tendrd
|T frll = oo. Asi, se tiene

Jn
T fo

es decir, T no es continua.

oy r(h) -

) = T 7

<= : Supongamos que T es acotado. Sea (f,)nen una suecesién convergente en
V', digamos a f, y probemos que 7'f,, — T. Directamente,

ITfo =TH =T (fn = P
<ITIfn = fI =0,

lo que verifica lo afirmado.
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