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Resumen

En la charla del seminario de Teoria de Cuerpos de Clase Explicita se estudia el Narrow class
group. Se presentan algunas definiciones y propiedades bésicas, se identifica al Narrow class group
como un grupo de clases generalizado y usando el teorema de existencia se define el Narrow class
field. También se muestran dos ejemplos en donde se exhiben estos conceptos.

Gran parte de esta charla estd basada en [5].
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1. Definicion y Propiedades

En este capitulo se presenta la definiciéon del Narrow class group de un cuerpo de nimeros haciendo

énfasis en los cuerpos cuadraticos, ademds, se presentan algunas propiedades importantes de este grupo.



1.1. Definiciones

Definicién 1. Sea K un cuerpo de nimeros tal que [K : Q] = n. Sean 01,...,05 : K — Ry
Os41y05+1s--+s0s+t,0s+¢ : I — C los homomorfismos reales y complejos que fijan a Q.
Se dice que o € K* es totalmente positivo si o;(«) > 0 para todo ¢ = 1,...,s. Si no hay homomor-

fismos reales, se tiene que todo @ € K* es totalmente positivo.

Definicién 2. Sea K un cuerpo de numeros. Un ideal fraccionario principal J se dice totalmente
positivo su generador es un elemento totalmente positivo, es decir, J = aOg donde a € K* es totalmente
positivo.

Se denota como P;g el conjunto de todos los ideales principales totalmente positivos.

Note que P;(' es un subgrupo de los ideales fraccionarios I, y de esta forma se introduce el Narrow
class group del cuerpo K.

Definicién 3. Sea K un cuerpo de nimeros, se define el Narrow class group de K como
CUK) = I /P;t.
Nota 1.
1. En CI*(K) se tiene que [I] = [J] si y solo si IJ~! = aOk donde o € K* es totalmente positivo.

2. Si K = Q(vVD) es un cuerpo cuadratico real, la anterior equivalencia se traduce en que la norma

del elemento es positiva, esto es, [I] = [J] si y solo si IJ7! = aOk donde o € K* y N(a) > 0.

Ahora, se va a descartar de nuestro interés el caso de un cuerpo cuadratico imaginario K puesto que
el Narrow class group coincide con el grupo de clases usual CI(K).

Definicién 4. Sea K un cuerpo de ntmeros, se define K como el conjunto de todos los elementos
totalmente positivos de K.

Ademas, si U(Ok) es el grupo de unidades de Ok, se define U(Og)+ := U(Ok) N K4 el conjunto
de unidades de Ok que son totalmente positivas.

Nota 2.

1. K es un subgrupo de K* y U(Ok)4+ es un subgrupo de U(Ok).

2. Si el cuerpo K solo tiene homomorfismos complejos, entonces K* = K.

Proposicién 1. Si K = Q(v/D) es un cuerpo cuadratico imaginario, entonces C1*(K) = CI(K).

Demostracion. Consecuencia directa de la nota 2. O

1.2. Finitud del Narrow class group

En esta seccién se muestra que el Narrow class group es finito usando la finitud del grupo de clases

usual.

Si K es un cuerpo de numeros, entonces se tiene el siguiente homomorfismo sobreyectivo

CIY(K) ™ CI(K)
1] — 7k ([]) =[]



y por lo tanto se tiene que

CI*(K) [ker(nk) = CI(K). (1)

Ahora, considere el siguiente diagrama conmutativo de sucesiones exactas

1 Pt I ClIT(K)——=1
lb lid \LTFK
1 Pg I CU(K) 1

y por el lema de la serpiente existe una sucesién exacta
ker(1) —— ker(id) —— ker(nx ) — coker (1) —— coker(id) —— coker(mk)

pero id es un isomorfismo, esto implica que ker(id) y coker(id) son grupos triviales, de modo que la
sucesion

1 —— ker(rg) —— coker(t) ——1

es exacta, esto implica que ker(mx) = coker(r). Asi, se concluye que
ker(ﬁK)gPK/P;g, (2)

y por lo tanto
CUK) = CI*(K)/ (Px/Pg) ,

y puesto que el grupo de clases CI(K) es finito, se obtiene que CI*(K)/ (PK/P;(') es finito.

Z

Definicién 5. Dado = € R no nulo, se define el signo de x como sgn(x) := o] = +1.

Proposicién 2. Sean K un cuerpo de nimeros y o1,...,05 : K — R los homomorfismos reales

que fijan a Q. El homomorfismo

K 5 -1

a — (o) = (sgn(o1(®)),...,sgn(os(a)))
es sobreyectivo y ker(6) = K.
Demostracion. Ver ([5], pag. 67, (2.14)). O

Note que —1 € U(Ok) pero —1 € U(Ok )+, de modo que U(Ok) C U(Ok)+, y esto implica que el
cociente U(Ok)/U(Ok)+ es no trivial.

Corolario 1. Si K es un cuerpo de ntimeros, entonces K*/K, = {—1,1}", donde s es el nimero de
homomorfismos de K en R que fijan a Q.

Por otro lado, a partir del siguiente diagrama conmutativo con filas exactas y columnas inyectivas

1——U(Ok) K Pr 1

se induce la sucesién exacta

| — U(Ox)/U(Ok)y —> K* K — Pic/Pif — 1,



y por (2) y el corolario 1 se obtiene la sucesién exacta
1——=U(Ok)/U(Ok)y —{-1,1}} ——=ker(rg) — 1.
La exactitud de esta sucesién implica que
{-1,1}"/ (U(Ok)/U(Ok)+) = ker(nk). ®3)

Puesto que {—1,1}" es finito, entonces U(Ok)/U(Ok) 4 es finito y por lo tanto ker(mx) es finito.
De este modo se concluye que CIT(K) es un grupo finito.
Ahora, si K es un cuerpo cuadrético real se tiene que s = 2, de (3) se obtiene que

4
ker (i)l = (500 /T 0R) ]

Puesto que el cociente U(Ok)/U(Ok)+ es no trivial, entonces |ker(mg )| es igual a 1 6 2.

1.3. Relacion entre el Narrow class group y el grupo de unidades

En esta seccién el grupo de unidades adquiere gran importancia, pues hay ejemplos de cuerpos
cuadraticos que contienen unidades de norma —1 y hay otros que solo contienen unidades de norma 1.

La condicién anterior caracteriza el tamano del ker(mg).

Teorema 1. Si K es un cuerpo cuadrético real, entonces ker(mg) tiene orden 1 6 2 segin si la norma

de la unidad fundamental de Og es —1 6 1.

Demostracion. Si |ker(mg)| = 1, entonces |U(Ok)/U(Ok)+| = 4, de modo que el homomorfismo
U(Og)/U(Ok)s — {—1,1}? resulta un isomorfismo, as, para cada (81, d2) € {—1,1} existe n € U(Ok)
tal que sgn(o1(n)) = 61 y sgn(o2(n)) = d2, en particular sgn(o1(n)) = 1y sgn(o2(n)) = —1. Esto implica
que N(n) = o1(n)o2(n) = —1, y por lo tanto Ok contiene unidades de norma —1, de modo que la unidad
fundamental de Ok tiene norma —1.

Reciprocamente, si 7 es la unidad fundamental de Ok tal que N(n) = —1, entonces oy1(n)oa(n) = —1,
de manera que sgn(o1(n)) # sgn(o2(n)). De modo que 1,—1,7, —n son unidades distintas de Ok con
imagenes distintas en {—1,1}%, y por lo tanto seran distintas en el cociente U(Ok)/U(Ok )+, de modo

que |U(Ok)/U(Ok)+| = 4, esto implica que |ker(mg)| = 1. O

Corolario 2. Si K es un cuerpo cuadrético real, entonces CIl(K) = Cl (K) si y solo si Ok contiene

una unidad de norma —1.

Demostracién. Supéngase que CI(K) = CIT(K), usando (1) se obtiene que ker(mx) es el grupo trivial,
de modo que |ker(mg)| =1, y por lo tanto la norma de la unidad fundamental de O es —1.
Reciprocamente, si Ok contiene una unidad de norma —1, entonces la unidad fundamental de Ok
tiene norma —1, y asi |ker(mg)| = 1. Usando (1) se obtiene que |[CI(K)| = |CIT(K)|, y por lo tanto
CI(K) = CIT(K). O



2. Ejemplo

En este capitulo se presenta un ejemplo de un cuerpo cuadratico real al que se le calcula el grupo de

clases y el Narrow class group.

2.1. Grupo de clases de K = Q(v/3)

Para realizar el calculo del grupo de clases se hard uso del siguiente lema.
Lema 1. Sea K un cuerpo de numeros, y sean oy, ...,0, : K — C los homomorfismos que fijan a

Q. Entonces cada clase en CI(K) contiene un ideal J de Ok tal que || J ||< A, donde A esta dado por

= Z loi(erj)] (4)

n n
=1 Jj=1

donde {a1,...,a,} es una Z—base de Ok.
Demostracion. Ver ([9], pdg 131, Corolario 1). O

Este lema proporciona una cota superior para la norma de los ideales, es importante aclarar que dicha

cota no es muy fina, pero este ejemplo se trabaja haciendo uso de ella.

Para K = Q(V/3) se tiene que O = Z + Z+/3. Asi, se tiene que {1, \/3} es una Z—base de O, y
01,02 : K — R son los homomorfismos identidad y conjugacién respectivamente.

De modo que, en este caso se tiene que
A= (I + o1 (V3)]) (lo2 (V)] + o2(VE)]) = (14 V3)* = 4+ 23,

luego, 7 < A < 8. El lema anterior implica que cada clase [I] € CI(K) contiene un ideal J de Ok con
<7

A ver los posibles ideales J de Ok con esta condicién. Para ver esto se debe tener que los posibles
divisores primos de J estdn entre los ideales primos de Ok que contienen a 2,3,5 y 7, entonces se deben

estudiar los ideales 20,30k ,50k v TOk.
(a) 20k = p?, donde p = (1+/3)Ok

(20K + (1+V3)0k)(20k + (1 +V3)Ok) = 20K (20K + (1 +V3)Ox + (2 +V3)Ok)
= 20k.

Note que p = 20 + (1 +v/3)Of, esto implica la igualdad. Ademds,
e 12=]p* =1 20K [I= IN(2)] = 4,
y entonces || p ||= 2, de modo que p es primo.
(b) 30k = p?, donde p = V30k:

30k + \/EOK)(?)OK + \/EOK) = 30[{(30}( + \/§OK + Ok)
= 30k.



Note que p = 30k + V30k, esto implica la igualdad. Ademas,
19 [IP=[ p* [I=]l 30k [I= [N(3)| =9,
y entonces || p ||= 3, de modo que p es primo.
(¢) 5Ok es un ideal primo de Ok pues 3 no es un residuo cuadrético (mod5).
(d) 7Ok es un ideal primo de Ok pues 3 no es un residuo cuadratico (mod 7).

Lo anterior implica que los tinicos ideales .J de O con || J ||< 7 son Ok, 20k, (1 + v/3)Ox, V30, los
cuales son todos principales. De manera que cada clase [I] € CI(K) contiene un ideal principal, y por lo

tanto [I] es la clase del neutro en CI(K), de modo que CI(K) es trivial.

2.2. Narrow class group de K = Q(v/3)

La unidad fundamental de Ok es n = 2 + /3, y ademas N(n) = 1. En efecto, primero note que
n=2+ V/3 es una unidad de Ok, pues

(2+V3)(2-V3) =1,

ahora se debe probar que 2 es minimal, es decir, cualquier otra unidad 6 = ¢+ dv/3 de Ok con 6 > 1
debe cumplir que 2 < c.
Asi, si b # 0, se tiene
IN(1+bV3)| = [3b% — 1] > 2,
por lo tanto, 7 = 2 + /3 es la unidad fundamental de Ok
Nota 3. La unidad fundamental también se puede calcular usando fracciones continuas, pero aqui

no se va a realizar ese calculo.

El teorema 1 implica que |ker(mg)| = 2, y de (1) se obtiene que |CIT(K)| = 2. Por lo tanto

CIM(K) = 7,/27.

3. Generalizacion del cuerpo de clases de Hilbert

En este capitulo se presenta una generalizacion del cuerpo de clases de Hilbert de un cuerpo de

ntimeros, esta se obtiene del teorema de existencia aplicado a cierto moédulo.

3.1. El Narrow class group visto como un grupo de clases generalizado

Sea K un cuerpo de nimeros, y sean o1,...,0s : K — R los s homomorfismos reales que fijan a Q.
S
Considere el médulo m := momy, donde mp :=1y my, := H ;-
i=1

Puesto que no hay primos finitos en m, entonces Ix(m) = Ix. Ademds, por el mismo argumento se
tiene que P 1(m) = P;.

Luego, tomando H := Pj- se obtiene que P 1(m) C H C Ix(m), es decir Pt C P} C Ik, y por
lo tanto P;(' es un subgrupo de congruencia para m, de lo que se concluye que CIT(K) = IK/P; es un

grupo de clases de ideales generalizado.



3.2. Narrow class field

Al aplicar el teorema de existencia con el médulo m = 1 se obtiene la existencia del cuerpo de clases
de Hilbert, de modo que si se aplica el teorema de existencia a mddulos no triviales se obtiene una
generalizacion del cuerpo de clases de Hilbert llamado ray class field. En particular, cuando se aplica con

cierto médulo especial se obtiene el Narrow class field.

Sea K un cuerpo de ntmeros, y sean o1, ...,0s : K — R los s homomorfismos que fijan a Q.
S

Considere el médulo m := mgme, donde mg := 1y my, := H 0;. 81 H := Pg1(m) = P;(' el subgrupo
i=1
de congruencia para m, el teorema de existencia implica que existe una dnica extensién abeliana K, de

K tal que todos los primos de K que ramifican en K, dividen a m. Ademas, si
Pr/km Ik (m) — Gal(Kn/K)
es el homomorfismo de Artin, entonces H = ker (@Km/K,m), y por teorema de Artin se obtiene que
I /P = Gal(Kn/K),

es decir,

CIt(K) = Gal(Kn/K).

El cuerpo Ky, es llamado el Narrow class field.

3.3. Ejemplos de Narrow class field

En esta seccion se presentan dos ejemplos en donde se evidencia la diferencia entre el cuerpo de clases

de Hilbert y el Narrow class field.

Ejemplo 1. Sea K = Q(1/3), en el capitulo anterior se calculé que CI(K) es trivial. Por otro lado,
aplicando el teorema de existencia con el médulo m = 1 se obtiene la existencia del cuerpo de clases de

Hilbert L de K. El teorema de Artin implica que
IK/PK = Gal(L/K),

es decir,

CU(K) = Gal(L/K.)

De modo que Gal(L/K) es el grupo trivial y por tanto [L : K| = 1, esto es, L = K. Asi, el cuerpo de
clases de Hilbert de K = Q(v/3) es L = K.

Por otro lado, también se calculé que CIT(K) & Z/27.

Si K es el Narrow class field de K, entonces Z/2Z = Gal(Ky/K), y por lo tanto [Ky : K] = 2.

Se afirma que K, = Q(v/3,v/—1). Para ver esto, si se denota N := Q(v/3,1/—1), entonces N debe
ser una extension cuadratica de K, de Galois abeliana y tal que todos los primos de K que ramifican en
N dividen a m.

Se tiene que p(x) = 2% + 1 € K[z] es el polinomio mfnimo de y/—1 sobre K, esto implica que
[N : K] = 2. Ademads, se tiene que N es una extensién normal y separable de K, entonces N es una

extensién de Galois abeliana de K.



Puesto que m = mgm, con mg = 1 y my, = 0109, donde o1, 05 son los homomorfismos de K en R que
fijan a Q, entonces o1 y o2 se extienden exactamente a dos homomorfismos de NV en C respectivamente,
asi, o1 y o9 ramifican en N.

Falta ver que ningin primo finito de K ramifica en N. Para ver esto se emplea el corolario 3 y el
teorema 2.

Ya que {17 \/§} es una Z—base de Ok, y o1(a + b\/g) =a+b/3y oa(a + b\/g) = a — b\/3, donde

a,b € Q, entonces
2

)
)

o1(1) o1(
0'2(1) 0'2(

1\/§2
1 —V3

=12.

dgjo =

9o

Ademés, {1, V3, @, 1%@} es una Z—base de Oy, vy
o1(a+bi) = a+ bi,o9(a+ bi) = a — bi,o3(a + bi) =@+ bi,o4(a+ bi) = a — b,

a=p-— \/?:q7 entonces

donde a,b € K y para cada a = p + \/§q c K se denota
) B0 0 (T o (5)
g o2(1) 02(v3) o9 (x/§2+z) - (HT\/@)
N/Q = o3(1)  o3(+v/3) 03(\/??2’) 03<1+55i>
o4(1) 04(V3) o4 (\/%ﬂ) o4 (1+2 Bi)
2

S
_
+
B

"

3—i  1-+/3i
—V3B+i  1-/3i
/3 =i 1+v/3i

w

no
no
w

S S S
Nﬂl\')

]
[}

=122

Luego, el corolario 3 implica que

12% = 12°Ng /g (dn ),

por lo tanto N /qg(dn/k) = 1, esto implica que dy, k es una unidad de O, y por lo tanto dy, x Ox = Ok.
Esto implica que N es una extension no ramificada de K, y por la unicidad del teorema de existencia se
concluye que N = K.

Ejemplo 2. Sea O un orden en un cuerpo cuadritico K con discriminante D = 21, entonces
O =7+ fOk donde f :=[Ok : O] es el conductor.

Puesto que el discriminante satisface que D = f2dg donde dg es el discriminante de K, entonces
21 = f2dg, de manera que f2 =1y dg = 21.

Luego, como K = Frac(O) = Frac(Of), se obtiene que K = Q(v/21).

Para calcular el grupo de clases de K se hara uso del siguiente lema.

Lema 2. Sea K un cuerpo de nimeros tal que n = [K : Q], y supéngase que K tiene r homomorfismos

reales y 2s homomorfismos complejos que fijan a Q. Entonces cada clase en CI(K) contiene un ideal J

de Ok tal que || J ||< 28 (4)" \/]dk].



Demostracion. Ver ([9], pag 136, Corolario 2). O

La cota anterior es llamada constante de Minkowski.

Para K = Q(\/ﬁ) se tiene que O = Z—|—Z%. El lema anterior implica que la cota de Minkowski
en este caso es 11/21 = 2,29, de donde cada clase [I] € CI(K) contiene un ideal J de Ok con || J [|< 2.
Asi, los divisores de J deben estar entre los ideales primos de Ok que contienen a 2, entonces se debe
estudiar el ideal 20k

Puesto que 21 = 5 (mod 8), entonces 20k es un ideal primo de O . Esto implica que el tinico ideal J
de Ok con || J ||< 2 es Ok. Asi, cada clase [I] € CI(K) contiene un ideal principal, por lo tanto CI(K)
es trivial.

Aplicando el teorema de existencia con el médulo m = 1 se obtiene la existencia de L que es el cuerpo

de clases de Hilbert de K, y por teorema de Artin se cumple que

es decir, CI(K) = Gal(L/K). Esto implica que Gal(L/K) es el grupo trivial, y por tanto L = K. Asi, el
cuerpo de clases de Hilbert de K es L = K.
Por otro lado, la unidad fundamental de Ok es n = ‘F’J“T‘/ﬁ, y ademds N(n) = 1. En efecto, primero

note que n es una unidad de Og, pues

5+v2L) (5-Var) |
2 2 -

y ademds, 1 es la unidad més pequena que es mayor que 1. Luego, el teorema 1 implica que |ker(ng)| = 2,

y de (1) se obtiene que |CIT(K)| = 2. Por lo tanto

CIH(K) = Z/2Z.

Por otro lado, para m = mome,, donde my = 1 y my, = 0109, con o1(a + bv/21) = a +bv/21 y
o2(a+bv21) = a — by/21 para todo a,b € Q, se tiene la existencia del Narrow class field Ky, de K, y asi
Clt(K) 2 Gal(Kn/K), es decir, Z/27 = Gal(Kw/K), de donde [Ky, : K| = 2.

Sea afirma que Ky, = Q(v/—3,+/=7). En efecto, denote N := Q(v/—=3,v/=T). Luego, N = Q(/—3 +
V=T7) v p(z) = x* + 2022 + 16 € Z[z] es el polinomio minimo de /—3 + /=7 sobre Q, esto implica que
[Q(vV=3+ v/~T7) : Q] = 4. Puesto que

[Q(V=3+v=7): Q] = [Q(V=-3+V-7): Q(vV21)][Q(v21) : Q]

y por tanto, [Q(v/—3 +v/—7) : Q(v/21)] = 2, es decir, [N : K] = 2. Esto implica que N es una extensién
de Galois abeliana de K.

Por otro lado, puesto que N es un cuerpo imaginario y los dos homomorfismos o1,02 de K son
homomorfismos reales, entonces cada uno se extiende a dos homomorfismos de N a C, esto implica que
01 y 09 ramifican en N.

Falta ver que ningin primo finito de K ramifica en N. Para ver esto se emplea el corolario 3 y el

teorema 2.



Ya que {1, %} es una Z—base de Ok, y 01(a + bv/21) = a + by/21 y 09(a + bv/21) = a — by/21,

donde a, b € Q, entonces

o1(l) o1 (H';/ﬁ) ’
d/q = oa(1) U2(1+2¢ﬁ)
1 1=yal
=21.

Ademis, {1, 1+\2/?37 1+\2/T77 1+\/j3+‘/T+‘/j3\/j7} es una Z—base de Oy, y

o1 (a+b\/j7) = a+bV—7, 02(a+b\/j7) =a—bv—T7, 03(a+b\/j7) = a+bv—7, 04(a+b\/j7) =a—bv—7,

donde a,b € Q(+/—3) y para cada a = p + v/—3¢ € Q(/—3) se denota @ = p — /—3q, entonces

2

a1(1) 01<1+gj3) o1 (Hﬁ) (1+F+F+Fﬁ)
1+v=3 1+ﬁ L+ =3+V=T+v/=3v=T7
p :0'2(1) 02( g ) o9 ) 0‘2( 1 )
M () Ug(uﬁ) ) o5 1+¢fs+ﬁ+ﬁﬁ)
2

aa(1) a4<1+‘2/j3> 04(%) o (1+F+F+Wﬁ)

1 1+\2/T3 1+\F 1+\/53+\/7+\/T3ﬁ

Y EEVE: RPNV SRRV S SV N

B PV S C o o R TV SV o Vo Vo

2 2 4
RN R EVe GV, BN SRV Ve

Luego, el corolario 3 implica que
217 = 21° Ny g(dn/ i),

por lo tanto N /q(dn k) = 1, esto implica que dy/k es una unidad de O, y por lo tanto dy, x Ox = Ok
Esto implica que N es una extension no ramificada de K, y por la unicidad del teorema de existencia se
concluye que N = Ky,.

4. Apéndice

4.1. Sobre el discriminante

Se presentan algunos resultados sobre el discriminante de un cuerpo de nimeros.

Proposicién 3. Sean K, L cuerpos de nimeros tales que K C L. Si d,x denota al discriminante

de L con respecto a K, y D/ denota al diferente de L con respecto a K. Entonces se tiene que

dr/xk = Npyxk(Dp/i)-

Demostracion. Ver ([11], pdg 201, Teorema 2.9). O

10



Corolario 3. ([11], pag. 202, Corolario 2.10) Sean K, L, M cuerpos de ntimeros tales que K C L C M.
Sidp/ i denota al discriminante de M con respecto a K y d,/k denota al discriminante de L con respecto
a K. Entonces

dy/x = d[é\;j}(L]NL/K(dM/L)-

Demostracion. Puesto que Dy = Dpp®p/x Yy Nuyx = Nk © Nagyr, entonces

dy/x = Nayx (Dn/k) (por proposicién 3),
= Ny/k(On/e®rx)
= Ny O n/n) Ny (Drk)
=Nk (Natyr(®nye))Ne e (Nay(Dr i)
= NL/K(dM/L)NL/K(@[LA;I}f])

= NL/K(dM/L)d[LAﬁ(L]~

O

Corolario 4. ([11], pag. 202, Corolario 2.12) Sea L/K una extensién de cuerpos de nimeros. Enton-
ces, un ideal primo p de K es ramificado en L si y solo si p divide al discriminante dy, k.
En particular, puesto que ningin ideal primo divide al anillo, se tiene que L es una extensién no

ramificada de K si dL/K(’)K = 0Ok.

4.2. Enteros algebraicos de un cuerpo bicuadratico

Se presenta el teorema que exhibe una Z—base de un cuerpo bicuadratico.

Teorema 2. Dado un cuerpo bicuadrético de la forma K := Q(y/m,+/n) donde m,n € Z distintos
y libres de cuadrados, y sea | = med(n,m), de modo que m = lmy y n = In; para algunos mq,n; € Z.

Entonces.

(1). Si (m,n) = (1,1),(m1,n1) = (1,1) (mod 4), entonces {1, 1+§/ﬁ, 1+2\/ﬁ, 1+\/ﬁ+‘<f+vm””} es una
Z—base para Of.

9). Si (m,n) = (1,1), (m1,n1) = (3,3) (mod4), entonces {1, 1Ey/m 1tyvn I=vmivntymim | ooy,
( 2 2 1
Z—base para Of.

(3). Si (m,n) = (1,2) (mod 4), entonces {1, NG vt Vlenl} es una Z—base para Of.

(4). Si (m,n) = (2,3) (mod4), entonces {1, vm,\/n, Vi V;“m} es una Z—base para Ok.

(5). Si (m,n) = (3,3) (mod4), entonces {1, vm, \/ﬁ;\/ﬁ, H”;””“} es una Z—base para Ok.

Demostracion. Ver ([12], pdg 524, Teorema 2). O
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