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Resumen

Esa es la versién escrita de una charla que di en el Seminario de Teoria de Numeros de la PUC.
Estudiaremos un resultado de Silverman que da condiciones para que la érbita de una funcién racional
tenga finitos puntos enteros. Para ello, demostraremos un teorema de Siegel en aproximacién diofantina,
y un lema geométrico que se desprende de la férmula de Riemann—Hurwitz. Basado en [Sil07, Chs. 3.6-7].

1. Preliminares aritméticos

El teorema de Siegel que nos interesa es uno de los frutos de diversos trabajos en aproximacién diofantina.
En particular, se desprende del siguiente resultado, publicado originalmente en [Thu09] que no probaremos.
Una demostracién, que ocupa el teorema de Roth, se puede encontrar en [Sil07, pp. 105-6].

Teorema 1 (Thue, 1909). Sea G € Z|z,y] homogéneo de grado d > 3, y B € Z. Si G tiene al menos tres
raices distintas en PL, entonces la ecuacion G(z,y) = B tiene finitas soluciones enteras.

En [Sie09], Siegel probé que este resultado puede ser formulado en términos de valores enteros de funciones
racionales.

Teorema 2 (Siegel, 1929). Sea ¢ € Q(z). Si ¢ tiene al menos tres polos distintos en Pk, entonces el
conjunto {a € Q: ¢(«) € Z} es finito.

Este teorema nos es relevante, por lo que sera demostrado. Ocuparemos un poco sobre resultantes, por lo
que enunciamos lo justo y necesario. La demostracién del siguiente lema (y mds propiedades de resultantes),
se puede encontrar en [Sil07, pp. 53-6].

Lema 3. Sea k un cuerpo. Dados
AX,Y) =Y apX"FYR € kX, Y,

k=0
m

B(X,Y):=> X" *Y* € k[X,Y],
k=0

homogéneos, existe un polinomio
Res(4, B) € Zlag, - .., an,bo, - - ., by ],
con la propiedad de que

Fi(X,Y)A(X,Y) + G1(X,Y)B(X,Y) = Res(4, B) X" "1,
FQ(X, Y)A(X, Y) =+ C;'Q()(7 }/)B()(7 Y) — RQS(A, B)ym,—i—n—l’

para algunos Fy, Gy y Fa,Go € Zlag, ..., an, by, ..., bn][X,Y], de grados m — 1 y n — 1, respectivamente.

Definicién 4. Con la notacién del lema, Res(A, B) se llama el resultante de A y B.



Con esto, procedemos a la demostracion:

Demostracion de Siegel. Escribamos ¢ = [F(X,Y),G(X,Y)] para algunos polinomios F,G € Z[X,Y] ho-
mogéneos de grado d, que podemos suponer sin factores en comin. Para cada « := § € Q, que suponemos
sin términos en comtn, se tiene que (@.b)
F(a,
¢(a) - G(a, b)7
por lo que ¢(a) € Z si y solo si G(a,b) | F(a,b). Sea R := Res(A, B) € Z, por lo que podemos encontrar
polinomios homogéneos f1, g1, f2, g2 € Z[X,Y] de grados adecuados tales que

AX,Y)F(X,Y)+q(X,Y)G(X,Y) = RX?1,
X, Y)F(X,Y) +¢2(X,Y)G(X,Y) = RY?¢1,
Evaluando en (a,b), notamos que si G(a,b) | F(a,b), entonces

G(a,b) | Ra*~t, Rp??-1,

Como (a,b) = 1, muestra que G(a,b) | R. Esto, mas la observacién anterior, indica que si ¢(%) € Z, entonces
G(a,b) es un divisor de R. En particular,

{%equs(%) EZ}QEL)HR{ZGQ:G(a,b)DGZ}.

El ¢ tenga al menos tres polos distintos indica que G tiene al menos tres ceros distintos en P&, por lo que
el teorema de Thue nos dice que cada ecuaciéon G(z,y) = D, para D | R tiene finitas soluciones enteras, por
lo que cada conjunto del lado derecho es finito, y por tanto nuestro conjunto de interés estd contenido en una
union finita de conjuntos finitos, y es, por tanto, finito. O

2. Preliminares geométricos

Necesitamos algunos resultados geométricos. Lo relevante serd demostrado, mientras que lo demas sera
solamente enunciado. El grueso se puede encontrar en [Sil07, Chs. 1.1-2].

Lema 5. Sea ¢: Pt — PL una funcidn racional.
(1) Si ¢™ es una funcion polinomial para algin n € N, entonces ¢ lo es.

(2) ¢ fija oo siy solo si ¢ es un polinomio.

El siguiente resultado es importante, en tanto nos permitira concluir que ciertos iterados de las funciones
racionales que nos interesan satisfacen las hipdtesis del teorema de Siegel. Ocupa la férmula de Riemann—
Hurwitz en una versiéon més débil.

Teorema 6. Sea ¢ € C(z) de grado d > 2. Si ¢*> ¢ C[z], entonces #¢~*({oc}) > 3, y si ademds d > 3,
entonces #¢3({o0}) > 3.

Demostracion. Vamos a probar las afirmaciones por separado. Primero, demostremos que #¢~3({oo}) > 3
si d > 3. Buscando una contradiccién, supongamos que, si bien d > 3, se tiene que #¢3({oo}) < 2, es
decir, que tiene 1 o 2 elementos, lo que deja cuatro posibilidades, que representamos en al figura siguiente, y
verificamos no pueden ser a mano.

e En el primer caso, P no puede ser oo, pues esto indicaria que oo es un punto fijo de ¢, lo que lo
fuerza a ser un polinomio, lo que fuerza que ¢ también es uno, y estamos suponiendo que no lo es.
Anidlogamente, @) es distinto P porque de lo contrario @) seria punto fijo de ¢, y por tanto P seria
infinito. El argumento es anilogo para R := e. También, Q # oo, porque de lo contrario, ¢? fija co y
por tanto es un polinomio. Por Riemann-Hurwitz, se tiene que

2d —2 > (d— #¢ " ({oo}) + (d — #¢"({P}) + (d — #¢7 ' ({Q})
=d-1)+(d-1)+(d-1)
=3d — 3,

de lo que d < 1, lo que no puede ser.
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Figura 1: Algunos elementos de la érbita negativa de co bajo ¢. Recuperado de [Sil93, p. 109].

e Un argumento andlogo al anterior verifica que en el resto de casos los puntos son nuevamente distintos
entre si, por lo que Riemann—Hurwitz indica que 2d — 2 > 3d — 4, es decir, d < 2, otra contradiccién.
Por tanto, si d > 3, no puede ser que #¢3({oc}) < 2, es decir, debe ser que #¢~3({c0}) > 3.
Si d = 2, entonces un punto tiene o 1 o 2 preimégenes, y los que tienen una son los puntos ramificados,
y Riemann—Hurwitz indica que ¢ solo tiene dos puntos ramificados, lo que puede ocurrir solo en los tltimos
tres casos, en los que # 3({oo}) = 2. O

3. Resultado principal

Estamos en condiciones de enunciar y probar el teorema principal. El resultado es [Sil93, Theorem A].

Teorema 7 (Silverman, 1993). Sea ¢ € Q(z) de grado d > 2. Si ¢* € Qlz], entonces la érbita de un

a e Q7
Op(e) = {¢°"(a): n € N},

tiene finitos puntos enteros.

Demostracion. Sila érbita de « es finita, no hay nada que probar. Por tanto, podemos suponer que es infinita
sin perder generalidad. En este caso, basta verificar que el conjunto de los n € Z tales que ¢"(a) € Z,

N, :={n eN: ¢"(a) € Z}

es finito. Supongamos que es infinito.
El resultado anterior indica que #¢~*({co}) > 3, es decir, que ¢* tiene al menos tres polos distintos, por
lo que el teorema de Siegel indica que

A={BeQ:¢*(B) ez}
es finito. Notamos que si n € N, con n > 4, entonces por definicién ¢™(«) € Z, y por tanto
¢'(¢" (o)) € Z,

es decir, " *(a) € A. Esto prueba que a cada tal n > 4 le corresponde algiin elemento 3 € A.

Puede ser que estos S sean iterados distintos de a, pero esto no pasa: para cada 8 € A hay a lo mas un
iterado de a que llega a (3, pues de lo contrario « serfa una punto pre-periddico y por tanto su orbita seria
finita. O
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