Una introduccién a la teoria de cuerpos de clase

Y una aplicacion al teorema de Kronecker-Weber

JosE CUEvVAS BARRIENTOS

RESUMEN. Esta es una charla para el seminario de |Teoria de Cuerpos
de Clase Explicita organizado por Daniel Barrera, Ricardo Menares y
Patricio Pérez. Aqui presentaremos los preliminares y las nociones basi-
cas para la teoria de cuerpos de clase, especificamente teniendo en mente
como aplicacion el teorema de Kronecker-Weber.
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La teoria de cuerpos de clase principalmente concierne a la relacion entre la
clasificacion de extensiones de Galois de un cuerpo base K con determinados
grupos de Galois y la aritmética de K. Esta exposicion principalmente sigue
a NEUKIRCH , estableciendo primero la maquinaria de cohomologia de
grupos finitos y culminando en los teoremas para el caso de cuerpos locales;
hay una ardua discusién respecto al enfoque pedagogico de como aprender
teoria de cuerpos de clase en https://mathoverflow.net/a/6943.

Los prerrequisitos no cubiertos por la exposicién son principalmente re-
sultados basicos de cuerpos locales y globales (expuestos, por ejemplo, en
NEUKIRCH , Ch. II), y un cierto dominio o costumbre con los métodos
cohomologicos.

Fecha: 18 de abril de 2024.
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1. PRELIMINARES

1.1. Cohomologia de grupos y variaciéon en un tema de Tate.

Definicién 1.1: Sea G un grupo. Un G-mddulo (derecho) es un grupo
abeliano A, escrito en notaciéon multiplicativa, con una accién a: Ax G — A
(donde z9 := a(x,g)) tal que para todo g,h € Gy x,y € A se cumplan:

z¢ = z, (l,g)h = mgh’ (ZL‘ ' y)g =a¥- yg'

Dado un G-médulo A, para un subgrupo H < G se define el G-submédulo
de invariantes por H como:

AT = {zrc A:VYhe H 2"=uz}.

Definase el anillo Z[G] que, como grupo aditivo es Z[G] = P, Z - g, con
el producto

D> agg -(Z%g):Z S aghy | f

geG heG feG \ gh=f

Uno puede notar que un G-modulo derecho es lo mismo que un Z[G]-
modulo derecho. A veces cuando G es un grupo infinito se suelen anadir
ciertas condiciones, en forma de continuidad en torno a topologias escogidas.
La eleccion de la notacién multiplicativa se hara clara en las aplicaciones
més adelante.

Lema 1.2: Sea G un grupo finito y A un G-mo6dulo. Mirando a Z como
un G-modulo con la accion trivial, entonces

Ag 2 L@z A, AY = Homg g (Z, A).

En consecuencia, A — A es un funtor exacto por la derecha y A — A% es
exacto por la izquierda.

DEMOSTRACION: Cfr. WEIBEL |5, pag. 161], Lemma 6.1.1. O

Definicion 1.3: Sea G un grupo finito. Para todo G-médulo A y todo ¢ >
0 entero, definimos su g-ésimo grupo de homologia y de cohomologia
resp. como:

Hy(G,A) == L1 Ag = Tz, A), HYG,A) :=RIA® = Extl ,(Z, A).

el

Aqui, los simbolos L? y R? denotan el ¢g-ésimo funtor derivado izquierdo
y derecho resp.; los cuales existen puesto que toda categoria de modulos
posee suficientes inyectivos y proyectivos. El lector incomodo con el dlgebra
homologica, igual puede revisar la teoria de (co)homologia de modulos, la
cual admite exposiciones elementales.
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Teorema 1.4: Sea G un grupo finito. Entonces Hy(G,Z) = G?P.

DEMOSTRACION: Para ello, uno debe calcularle la homologia a la sucesion
exacta 0 — J — Z[G] — Z — 0. Esta demostracion funciona para grupos
arbitrarios, vid. WEIBEL |5}, pag. 164|, Thm. 6.1.11. O

Definicién 1.5: Sea G un grupo finito. Definimos el homomorfismo de
augmentacion como

aug: Z|G] —— Z Zagg — Zag
geG geG

y denotamos por Jg < Z[G] al nucleo de éste homomorfismo, llamado el
tdeal de augmentacion. Dicho ideal esta generado por los elementos de la
forma g — 1 para todo g € G.

Dado un G-mo6dulo A (en notaciéon multiplicativa), definimos el mddulo
de coinvariantes como:

Ag = A/JcA=A/{d/a: g € G}),

(donde (—) denota el submodulo generado).

Si G = (o) es un grupo finito ciclico, entonces el ideal de augmentacion
es el ideal principal generado por o — 1.

Definicién 1.6: Sea G un grupo finito. Dentro de Z[G] definimos el ele-
mento norma como Ng := 3 g € Z[G]; obviaremos el subindice «G»
de no haber ambigiiedad. Para todo G-moédulo A (en notacién multiplica-
tiva), la acciéon del elemento norma determina un endomorfismo, también
llamado endomorfismo norma:

Nm: A =N 4 a— Hag.
geG

El nicleo de este endomorfismo se llama la N -torsién de A y se denota por
A[N]:={a€ A:Nm(a) = 1}.
Definicion 1.7: Sea G un grupo finito y sea A un G-moédulo. Para q € Z

entero (posiblemente negativo), definimos el g-ésimo grupo de cohomo-
logia de Tate de A como:

H1(G, A), qg> 1,
ﬁq(G A) __ AG/NAa g= 0,
’ o A[N]/jGAa q -1,

Hflfq(G,A) q < -2
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Ejemplo. Sea G un grupo finito, entonces J/LI\_Q(G, 7) = Gb.

Teorema 1.8: Sea G un grupo finito y sea 0 - A - B — C — 0 una
sucesion exacta de G-moéddulos. Entonces induce una sucesion exacta larga
en cohomologia de Tate:

i ——— 5 HIYG, 0)
/\8\/
HY(G,A) —— HYG, B) —— HY(G,C)

o

HH(G,A) ——— -
DEMOSTRACION: Cfr. HARARI |1}, pag. 31|, Thm. 2.6. O

Ejemplo. Sea G = C,,, un grupo finito ciclico. Para calcular los grupos
de homologia y cohomologia del G-mé6dulo Z, podemos emplear la siguiente
sucesion:

o—1)

0+ 7 < 706) 297V 7101 &Y zj6) LY

la cual afirmamos que es exacta ya que se satisface lo siguiente:
(Z[G)Y =N-zZ, (6-1)N=0, J={acZ|G]: Na=0}.

De esto concluimos que

Z, qZO Z7 q:()
H,(CpyZ) =< Z/mZ, q>1,24q p; HY(Cm;Z)=0, q>1,21¢q

Aplicando la ultima conclusion, obtenemos que:

Teorema 1.9: Sea GG un grupo finito ciclico generado por ¢. Entonces
para todo G-modulo A se cumple que:
— AY/NA 2
Hq(G,A):{ /N4, 7
A[N]/(e —1)A, 21q.
DEMOSTRACION: Cfr. WEIBEL |5, pags. 167 s.]. O

Corolario 1.9.1: Sea GG un grupo finito ciclicoy sea0 - A - B - C —
0 una sucesion exacta de G-modulos. Entonces induce el siguiente diagrama
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conmutativo exacto:
H(G,A) — HY(G,B)
7 ™~
HY(G,0) HY(G,0)
~_ —
HY(G,B) « H G, A)

DEMOSTRACION: Se sigue de la sucesién exacta larga en cohomologia de
Tate sumado al que los grupos de cohomologia son 2-periddicos cuando G es
ciclico. O

Definicion 1.10: Sea G un grupo finito y M un G-modulo tal que

H 4G, M)| < oo, IH°(G, M)| < oo. (1)
Se define su coctente de Herbrand como
HY(G, M
WG, M) = LG
|[H=Y(G, M)

Por ejemplo, (/1) se satisface cuando M es finito.

Proposicion 1.11: Sea G un grupo ciclicoy sea0 - A —- B - C =0
una sucesion exacta corta de G-modulos tales que se satisface para dos
de tres G-modulos. Entonces también se satisface para el tercero y

h(G,B) = h(G,A)h(G,C).
Ademés, para todo G-modulo finito A, se cumple que h(G, A) = 1.

DEMOSTRACION: Denotaremos por hP(X) := ]ﬁp(G,X)L Del hexéagono
exacto deducimos la siguiente sucesion exacta:

0 — I — H(G,A) — H(G,B) — H°(G,C)
HY(G,A) — HY(G,B) — HYG,C) — I — 0
donde
I :=im(H'(G,B) —» H'(G,C)) = ker(H*(G, A) — H°(G, B)).

Denotando por s := |I|, entonces la sucesion exacta implica que tenemos la
siguiente identidad en cardinalidades:

shP(B)hY(A)hY(C) = K2 (AR (C)hY(B)s,

que despejando nos da la identidad en cocientes de Herbrand. O
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1.2. Cuerpos locales y ramificacion.

Definicién 1.12: Un cuerpo p-ddico K es una extension finita de Qp;
su anillo de valuacz’o’nﬂ (0,m) es la clausura entera de (Z,,pZ,) en K.

Reciprocamente, si L O Q es un cuerpo numérico y p < Oy, es un primo
tal que p N Z = pZ, entonces la completacion p-adica de O es un anillo de
valuacion (0, m) cuyo cuerpo de fracciones K es una extension finita de Qp;
es decir, es un cuerpo p-adico.

Un cuerpo local ultramétrico de caracteristica 0 es un cuerpo p-adico para
algin p > 0 primo; el lector incomodo con la palabra «cuerpo local» puede
considerar que éste siempre es el caso.

Desde aqui en adelante fijaremos la siguiente notacion: Sea K un cuer-
po local ultramétrico, es decir, un cuerpo completo respecto a una métrica
no arquimediana y cuyo anillo de valuacion (ox,mg, k) es un dominio de
valuacion discreta. Denotaremos por vg: K* — Z a la valuaciéon discre-
ta normalizada de K y por 7 a un uniformizador de ox. Denotaremos por
Uk := 0 el grupo de unidades de K, esto equivale alos a € K de vk (a) = 0.
Denotaremos por

U™ = 1+4ml ={a €Uy :vg(a—1) >n}.

Proposicién 1.13: Sea K O Q, un cuerpo p-adico con anillo de valua-
cion (o0,p) y sea e > 1 el entero, tal que po = p¢. Entonces las series formales
de potencias

x2 x3 172 3

exp(x)::l—i—x—i—g%—?—i—---, logl4+z)=0— —+——---

establecen isomorfismos (topologicos), uno el inverso del otro:

para todo n >e/(p — 1).

DEMOSTRACION: La condicion n > e/(p — 1) esta exclusivamente para que
las series formales de exp y log converjan p-adicamente. El que sean conti-
nuos es claro y el que determinen homomorfismos es mera algebra de series
formales. El que uno sea la inversa del otro es un célculo, detallado en NEU-
KIRCH |3}, pag. 137], Prop. I1.5.5. O

2. COHOMOLOGIA DE GALOIS

Esta seccion esta fuertemente inspirada en los capitulos 4 y 5 de NEU-
KIRCH [3|. Otra posible referencia es el libro de SERRE [4].

1Se llama asf porque o es noetheriano y m es el tnico ideal maximal de 0. También el
nombre se justifica si introducimos las nociones de «valuacion» o «valor absoluto».
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Definicién 2.1: Una extension algebraica L/k se dice ciclica (resp. abe-
liana) si estd contenida en una extension de Galois & C L C F tal que
Gal(F/k) es un grupo ciclico (resp. abeliano). Una extension L/k se dice
ciclotémica si L esta contenido en una extensiéon generada por raices de la
unidad.

NEUKIRCH |3] se refiere al siguiente teorema como el «axioma de la teoria
de cuerpos de clase»:

Teorema 2.2: Sea L/K una extension ciclica de cuerpos locales ultra-
meétricos, se cumplen:

’ﬁq(Gal(L/K),LX)

_JIL:K], ¢=0,
g, q=—1.

DEMOSTRACION: Denédtese G := Gal(L/K). El caso ¢ = —1 se reduce a
probar que para todo o € L* de Nmy g(a) = 1, existe 3 € L tal que
a = o(B)/B, lo cual es el teorema 90 de Hilbert (cfr. NEUKIRCH |3}, pag. 281],
Prop. IV.3.5).

Para el caso ¢ = 0, consideramos la sucesion exacta

v

0 y Up —— L —25 7Z > 0.

Es facil calcular que h(G,Z) = [L : K], por lo que por la identidad en
cocientes de Herbrand, basta probar que h(G,Ur) = 1.

Para ello, sea a € L tal que {a” : 0 € G} sea una K-base de L (teorema de
la base normal), y definase el G-médulo M := 3" _~a’Of que es abierto,
y sean

Vpi=1+7"M C Uk

los cuales son G-submoédulos de indice finito, por lo que la sucesién exacta
11—V, - Uk = Uk/V, — 1 comprueba que h(G,Uk) = h(G, V,,). Para ver
que H (G, V,) = 1 empleamos el teorema 90 de Hilbert y argumentamos

el por qué el 5 lo podemos escoger dentro de V,,. Para ver que fI\O(G, Vi) =
1 O

Definicion 2.3: Si L/k es una extension finita, llamamos el grupo de
normas de L/k a

Nmyp,,(L*) = {Nmp,(8) : 6 € L™}.

Los siguientes dos resultados son piedras angulares de la teoria de cuerpos
de clase. El segundo puede interpretarse como una conexién de Galois.

Teorema 2.4 (ley de reciprocidad local): Sea L/K una extension
finita de Galois entre cuerpos locales ultramétricos. Existe un isomorfismo
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candnico:

roi: Gal(L/K)™ — K*/Nmyx L = H(Gal(L/K), L*).

DEMOSTRACION: Vamos a hacer la prueba cuando Gal(L/K) es ciclico.

Consideremos la sucesion exacta 0 — Uy, < L* 2% 7 — 0 de Gal(L/K)-
modulos. Luego, podemos aplicar el corolario [I.9.1] para obtener el diagrama
exacto:

H°(G,UL) — H°(G,L%)
T \9"‘
G, 7) HY(G,Z)
T~ _ /
H Y G, LX) «+ H (G, Up)

Por un célculo, sabemos que J/LI\O(G,Z) =~ G2, por lo que nos interesaria
que ¢ fuese un isomorfismo. Ahora bien, ﬁfl(G,LX) = 0 por el teorema
anterior y /I-Tfl(G, Z) es un cociente de la N-torsion de Z, el cual es facil ver
que también es nulo. Asi que ¥ es un isomorfismo, por lo que j{\O(G, Up)y
/h?_l(G, Ur,) son nulos.

La idea es reducir el caso general al caso de extensiones ciclicas, para lo
cual véase NEUKIRCH |3}, pags. 300 s.]. O

Definiciéon 2.5: Sea L/K una extension finita de Galois entre cuerpos
locales ultramétricos. Definimos el simbolo de Artin local como el epimor-
fismo

(=, L/K): K* — Gal(L/K)*

dado por la composicién de la proyeccion K*/Nmp i L™ con LK

Definicion 2.6: Sea K un cuerpo local ultramétrico. Dotamos a K* de la
topologia de la norma: para cada o € K* las clases laterales « Nmy /i L™
forman una base de entornos de a, donde L/K recorre las extensiones finitas
de Galois.

Para diferenciar, la topologia subespacio sobre K* seré referida como la
usual. La ventaja de la topologia de la norma es que Nmy, /i L™ < K* son
subgrupos abiertos.

Lema 2.6.A: Sea K un cuerpo local ultramétrico, y sea H < K* un
subgrupo. Son equivalentes:

1. El conjunto H es abierto en la topologia de la norma.
2. El conjunto H es cerrado en la topologia de la norma y tiene indice
finito.
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3. El conjunto H es abierto en la topologia usual y tiene indice finito.

DEMOSTRACION: 2 = 1. Trivial, pues su complemento es la unién de sus
finitas clases laterales restantes.
1 = 2. El conjunto H es cerrado pues

H = ] aH,
acK>*
aH#H
es abierto por ser unién de abiertos. Ahora bien, por definicién de la topologia
de la norma, H D N = Nmy, g L, donde L/K es una extension finita de
Galois, y N tiene indice finito por la ley de reciprocidad local.

1 = 3.Sea V C K* abierto en la topologia de la norma, de modo que
contiene a un grupo de normas Nmy /r L™ de una extension finita de Galois
y, en consecuente, también a Nmy, /i Ur. Ahora bien, Uy es compacto, de
modo que Nmy, /i U, también, asi que es cerrado, pero también tiene indice
finito en Uk el cual es abierto en K. Asf que Nmy, i Uy, es abierto en Uk,
y por tanto V es un entorno de 1 € K*; trasladando se verifica sobre un
punto cualquiera.

3 = 1. Esta es la implicacion dificil, vid. NEUKIRCH |3, pags. 321 ss.]
para mas detalles. [l

Lema 2.6.B: Sea K un cuerpo local ultramétrico y sea L/K una ex-
tension finita. Entonces su grupo de normas Nmy,/x L* es exactamente el
mismo que el de su subextension abeliana maximal £ C L.

Teorema 2.7 (de existencia): Sea K un cuerpo local ultramétrico. La
aplicacion
L+~ N :=Nmy g L*
establece una biyeccion entre extensiones abelianas finitas de K y subgrupos
abiertos de indice finito en K, con respecto a la topologia usual. Ademas:

LCF < N 2Np, Nir =N NN, Niar = NNk

DEMOSTRACION: Por el lema anterior, probaremos la equivalencia con sub-
grupos abiertos de K* en la topologia de la norma.

Es claro de la transitividad de la norma que Npr C Ny N Np. También
es claro que

N, CNp <= NiNNp=Nrr=NFp
< [LF:K|=[F:K] < LCF,
donde en la penultima equivalencia empleamos la ley de reciprocidad local.
Esto prueba que la aplicaciéon N_ es inyectiva.

Sea N < K* un subgrupo abierto en la topologia de la norma, de modo
que existe una extension abeliana finita F/K tal que N 2 Np = Nmp, g F',
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luego (N, F/K) = Gal(F/L) para algtin subcuerpo K C L C F, de modo
que N es el nicleo de (—, L/K): K* — Gal(L/K); lo que prueba que L —
N7, es sobreyectiva.

Finalmente como LNF C Ly LNF C F obtenemos que Nypnr 2 N Np.
Como N NF es abierto (jpor qué?), existe M O K tal que NpNp = Ny y,
como Ny 2 N, entonces M C LN F. Concluimos pues

NN =Ny 2 Npar 2 NpNp. O

También al teorema anterior a veces le llaman el «teorema fundamental de
la teoria de cuerpos de clase»; parte de la razon tiene que ver con el siguiente
corolario que ofrece otra lectura al teorema:

Corolario 2.7.1: El simbolo de Artin local establece un isomorfismo to-
pologico KX — Gal(K* /K), donde K es la extension abeliana maximal

de K y donde K* es la completacion profinita de K* dotado de la topologia
de la norma. En consecuencia:

Gal(K* /K) = 7 x Ug.

La siguiente demostracion emplea la teoria de los grupos profinitos; el
lector interesado esta referido al resumen de HARARI |1, pags. 65 ss.|, §4.1
o al exhaustivo texto sobre grupos profinitos de WILSON |[6].

DEMOSTRACION: El simbolo de Artin local nos da un epimorfismo continuo
K* — Gal(L/K) para toda extension abeliana finita, luego induce, en el
limite, un homomorfismo continuo K* — Gal(K?"/K) que, en cocientes
por subgrupos abiertos, induce un isomorfismo, y concluimos pues

K*= lim K*/U = limGal(L/K) = Gal(K*"/K).
U<oK* L

El otro isomorfismo es porque K* = 7Z x Uk. O

2.1. Aplicaciéon: El teorema de Kronecker-Weber.
Proposicion 2.8: El grupo de normas de Q,((yn)/Q) es (p) X U&).

DEMOSTRACION: La extension Q,((pn)/Q, tiene grado p"~!(p — 1), lo cual
ha de ser el indice del grupo de normas en Q}f por la ley de reciprocidad
local. Por la proposicién tenemos el siguiente isomorfismo topoldgico

exp: pp — Ul(<m),

donde K = Q,, para todo m > 1 cuando p > 2 y para todo m > 2 cuando
p = 2. Considere la funcién

m+n—1
)

QPR — PP zp" Hp— 1)z,
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la cual establece claramente un isomorfismo y asi construimos el siguiente
diagrama conmutativo:

i U

@J 33!w

m4n—1 _ ~ (m+n—1)
p K exp UK

donde ¥(z) = 2P = Nmy k(2) y donde L := Qp(¢pr). Como ademés
Nmy, g (1—Cpn) = p, entonces concluimos que (p) XUI(?) C Nmyp, g L*. Final-

mente, la igualdad se deduce de que ambos grupos tienen indice p™~!(p — 1)
en K*. O

Corolario 2.8.1 (Kronecker-Weber local): Toda extension abeliana
finita L/Q, es ciclotomica. En consecuencia, la extension abeliana maximal
Q;b /Q, esté generada por adjuntar todas las raices de la unidad.

DEMOSTRACION: Sea L O K := Q, una extension abeliana finita de Galois,

entonces existen enteros f, n tales que (pf) x U [((n ) C Nmy, i L. Escribamos
dicho subgrupo como

(") x U = () x Uk) N ((p) x UL,

por el teorema de existencia vemos que su cuerpo de clases es el composito
n . e, .
entre el cuerpo de clases de (p) x U I((); el cual por la proposicién anterior es

Qp(¢pn), v el cuerpo de clases de (p/) x Ug; el cual es Qp(Cpr—1), por lo que
L CQp (Cipronypm) - O

Teorema 2.9 (Kronecker-Weber): Toda extension abeliana finita L/Q
es ciclotomica.

DEMOSTRACION: Sea L # (Q una extension abeliana. Sea S el conjunto de
los primos p € Z en los cuales L se ramifica, el cual es no vacio por el
teorema de Hermite-Minkowski; sea p | p un primo de Oy, y denétese por Ly,
la completacion p-adica. Como la extension L,/Q, es abeliana, existe n,, tal
que Ly € Qp(Cq,)- Sea e, tal que p® | ny, pero p 1§ n,; entonces definimos

n = H PP,
peS

Sea B | p en M, entonces
My = Ly (Gn) = Qp(gpepn’) = Qp(Cpel’)Qp(Cn’)y
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donde p { n'. Se cumple que Qy(¢y) = My N QyT, por lo que el grupo
de inercia I,,(Mg/Q)) es isomorfo al grupo Gal(Qp(Cper)/Qp), €l cual tiene
cardinalidad ¢(p®) = p®~!(p—1). Sea I el subgrupo de Gal(M/Q) generado
por todos los I,’s; el cuerpo fijo de I es no ramificado sobre Q, por lo que es
el mismo Q y, por tanto, I = Gal(M/Q). Contemos:

(M- Q) = 1] < [T 1505/ Q)l = [] ¢(r) = 6(n) = [Q(G) : @,
peS peS
de esta igualdad de grados se sigue que M = Q(¢,) 2 L. O

APENDICE A. COMENTARIOS ADICIONALES

A.1. Teoremas avanzados. La «ley de reciprocidad local» (teorema |2.4)
puede considerarse como un caso particular del siguiente teorema:

Teorema A.1 (Tate-Nakayama): Sea G un grupo finito y sea A un
G-modulo. Para cada primo p sea G, un p-subgrupo de Sylow de G tales
que:

1. HY(Gp, A) = 0.

2. [H*(Gp, A)| = |Gyl
Entonces para cada subgrupo H < G existe un isomorfismo para cada q € Z:

HY(H,G) = H"(H, A).

DEMOSTRACION: Vid. HARARI |1}, pag. 62|, Thm. 3.14. El enunciado alli es
més preciso también, podemos hacer explicito el isomorfismo. ([

Notese que el teorema2.2] precisamente indica que las dos condiciones para
el teorema de Tate-Nakayama se satisfacen.

Para probar el lema fundamental podemos recurrir a la teoria de
Lubin-Tate, que involucra un tipo de series formales de potencias llama-
das «leyes de grupo formal». Con ella obtenemos la existencia del siguiente
cuerpo:

Teorema A.2: Para cada uniformizador 7 de un cuerpo local ultramé-
trico existe una sucesién de extensiones de cuerpo:
1 2
KCKLCK2C . CK,

tales que K /K es una extension abeliana, Gal(K,/K}) = U} y para todo
n se cumple que ™ € N, Kn esté en el grupo de normas.

DEMOSTRACION: Vid. HARARI |1, pags. 152 s.|, Thm. 11.13. O

Para la reciprocidad global (e.g. sobre Q y no Q) uno debe recurrir a la
bella teoria de idéles y adéles, las cuales estan presentadas en varios textos
(e.g., NEUKIRCH [3|, §VI.1-VL.3; o HARARI [1], §12.3 y §13.1), pero que
lamentablemente no alcanzan a cubrirse en detalle aqui.
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A.2. Notas histoéricas. La «ley de reciprocidad local» y el «teorema de
existencia» (teorema fueron ambos demostrados por el japonés Teiji
Takagi en [16] (1920) y [17] (1922). El isomorfismo fue explicitado por el
francés Emil Artin mediante el simbolo de Artin, introducido primero en
|7] (1924); para ello, Artin necesito esperar cuatro anos a la salida del teo-
rema de densidad de Chebotarev para lograr su teorema de reciprocidad en
[8] (1927).

Curiosamente, la teoria de cuerpos de clases global precedi6 a la teoria
local, la cual fue desarrollada conjuntamente por SCHMIDT [15] (1930) y
CHEVALLEY [9] (1933). El francés HERBRAND [10] (1931) fue uno de los
impulsores de la cohomologia de grupos como medio para el estudio local de
la teoria de cuerpos de clase; esto, por supuesto, estaria en sincronia con la
filosofia adoptada méas adelante por la escuela francesa (Chevalley, Grothen-
dieck, Serre, Weil, etc.). No obstante, algunos métodos cohomologicos son
un tanto abstractos y «pierden» informacion acerca de los isomorfismos in-
volucrados; esta fue una de las dificultades a superar por la teoria de LUBIN
y TATE [13] (1965).

El teorema de Kronecker-Weber fue conjeturado por KRONECKER [12]
(1853) y maés tarde fue supuestamente demostrado por WEBER [18] (1886)
y [19] (1887); no obstante, existe cierto debate acerca de si las pruebas de
ambos habran contenido errores de cierto tipo (cfr. NEUMANN [14]). La de-
mostracion de HILBERT [11] (1896) es generalmente reconocida como «com-
pletay y autores afirman que fue la verdadera primera demostraciéon del teo-
rema de Kronecker-Weber; sin entrar en controversias, podemos afirmar que
las ideas de Hilbert fueron indiscutiblemente influyentes y sirvieron de ins-
piracién para desarrollar a fondo la teoria de cuerpos de clase.

Las notas historicas son gracias a HASSE |2].

REFERENCIAS

1. HARARI, D. Galois Cohomology and Class Field Theory (Springer-Verlag,
2020).

2. HasSE, H. History of Class Field Theory en Algebraic Number Theory (eds.
CasseLs, J. W. S. y FROHLICH, A.) (Academic Press, 1967), 305-347.

3. NEUKIRCH, J. Algebraic Number Theory trad. por SCHAPPACHER, N. (Springer-
Verlag Berlin Heidelberg, 1992).

4. SERRE, J.-P. Local fields trad. por GREENBERG, M. J. (Springer-Verlag, 1980).

5. WEIBEL, C. A. An introduction to homological algebra Cambridge Studies in
Advanced Mathematics 38 (Cambridge University Press, 1994).

6. WILSON, J. S. Profinite groups (Oxford University Press, 1999).

ARTICULOS Y DOCUMENTOS HISTORICOS

7. ARTIN, E. Uber eine neue Art von L-Reihen. Abh. Math. Semin. Univ. Ham-
burg 3, 89-108 (1924).

8. ARTIN, E. Beweis des allgemeinen Reziprozititsgesetzes. Abh. Math. Semin.
Univ. Hamburg 5, 46-51 (1927).



14 REFERENCIAS

9. CHEVALLEY, C. La théorie du symbote de restes normiques. J. reine angew.
Math. 169, 140-157. doi:10.1515/cr11.1933.169.140 (1933).

10. HERBRAND, J. Sur la théorie des groupes de décomposition, d’inertie et de
ramification. J. Math. pures appl. 10, 481-498 (1931).

11. HILBERT, D. Ein neuer Beweis des Kronecker’schen Fundamentalsatzes iiber
Abel’sche Zahlkérper. Nachr. Ges. Wiss. Géttingen, 29-39. https://eudml.
org/doc/58336 (1896).

12. KRONECKER, L. Uber die algebraisch auflésbaren Gleichungen 1. Sber. preuss.
Akad. Wiss., 365-374 (1853).

13. LuBIN, J. y TATE, J. Formal Complex Multiplication in Local Fields. Ann.
Math. doii10.2307/1970622 (1965).

14. NEUMANN, O. Two proofs of the Kronecker-Weber theorem “according to
Kronecker, and Weber”. J. reine angew. Math. 323, 105-126. doi:10. 1515/
crll.1981.323.105| (1981).

15. ScuMIDT, F. K. Zur Klassenkérpertheorie im Kleinen. J. reine angew. Math.
162, 155-168. do0ii10.1515/cr11.1930.162. 155/ (1930).

16. Takaci, T. Uber eine Theorie des relativ-Abel’schen Zahlkérpers. J. Coll.
Sci. imp. Univ. Tokyo 41, 1-133 (1920).

17. Takaci, T. Uber das Reziprozititsgesetz in einem beliebigen algebraischen
Zahlkorpers. J. Coll. Sci. imp. Univ. Tokyo 44, 1-50 (1922).

18. WEBER, H. Theorie der Abel’schen Zahlkorper 1. Acta math. Stockh. 8,193-263
(1886).

19. WEBER, H. Theorie der Abel’schen Zahlkorper II. Acta math. Stockh. 9,
105-130 (1887).

Correo electronico: josecuevasbtos@uc.cl

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS, PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE.
Facurrap DE MATEMATICAS, 4860 Av. VICUNA MACKENNA, MAcuL, RM, CHILE
URL: josecuevas.xyz


https://doi.org/10.1515/crll.1933.169.140
https://eudml.org/doc/58336
https://eudml.org/doc/58336
https://doi.org/10.2307/1970622
https://doi.org/10.1515/crll.1981.323.105
https://doi.org/10.1515/crll.1981.323.105
https://doi.org/10.1515/crll.1930.162.155

	1. Preliminares
	1.1. Cohomología de grupos y variación en un tema de Tate
	1.2. Cuerpos locales y ramificación

	2. Cohomología de Galois
	2.1. Aplicación: El teorema de Kronecker-Weber

	Apéndice A. Comentarios adicionales
	A.1. Teoremas avanzados
	A.2. Notas históricas

	Referencias
	Artículos y documentos históricos

