
Una introducción a la teoría de cuerpos de clase
Y una aplicación al teorema de Kronecker-Weber
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Resumen. Ésta es una charla para el seminario de Teoría de Cuerpos
de Clase Explícita organizado por Daniel Barrera, Ricardo Menares y
Patricio Pérez. Aquí presentaremos los preliminares y las nociones bási-
cas para la teoría de cuerpos de clase, específicamente teniendo en mente
como aplicación el teorema de Kronecker-Weber.
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La teoría de cuerpos de clase principalmente concierne a la relación entre la
clasificación de extensiones de Galois de un cuerpo base K con determinados
grupos de Galois y la aritmética de K. Esta exposición principalmente sigue
a Neukirch [3], estableciendo primero la maquinaria de cohomología de
grupos finitos y culminando en los teoremas para el caso de cuerpos locales;
hay una ardua discusión respecto al enfoque pedagógico de cómo aprender
teoría de cuerpos de clase en https://mathoverflow.net/a/6943.

Los prerrequisitos no cubiertos por la exposición son principalmente re-
sultados básicos de cuerpos locales y globales (expuestos, por ejemplo, en
Neukirch [3], Ch. II), y un cierto dominio o costumbre con los métodos
cohomológicos.

Fecha: 18 de abril de 2024.
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1. Preliminares

1.1. Cohomología de grupos y variación en un tema de Tate.

Definición 1.1: Sea G un grupo. Un G-módulo (derecho) es un grupo
abeliano A, escrito en notación multiplicativa, con una acción a : A×G→ A
(donde xg := a(x, g)) tal que para todo g, h ∈ G y x, y ∈ A se cumplan:

xe = x, (xg)h = xgh, (x · y)g = xg · yg.

Dado un G-módulo A, para un subgrupo H ≤ G se define el G-submódulo
de invariantes por H como:

AH := {x ∈ A : ∀h ∈ H xh = x}.

Defínase el anillo Z[G] que, como grupo aditivo es Z[G] =
⊕

g∈G Z · g, con
el producto Ñ∑

g∈G
agg

é
·

(∑
h∈G

bgg

)
=
∑
f∈G

Ñ∑
gh=f

agbh

é
f

Uno puede notar que un G-módulo derecho es lo mismo que un Z[G]-
módulo derecho. A veces cuando G es un grupo infinito se suelen añadir
ciertas condiciones, en forma de continuidad en torno a topologías escogidas.
La elección de la notación multiplicativa se hará clara en las aplicaciones
más adelante.

Lema 1.2: Sea G un grupo finito y A un G-módulo. Mirando a Z como
un G-módulo con la acción trivial, entonces

AG ∼= Z⊗Z[G] A, AG ∼= HomZ[G](Z, A).

En consecuencia, A 7→ AG es un funtor exacto por la derecha y A 7→ AG es
exacto por la izquierda.

Demostración: Cfr. Weibel [5, pág. 161], Lemma 6.1.1. □

Definición 1.3: SeaG un grupo finito. Para todoG-módulo A y todo q ≥
0 entero, definimos su q-ésimo grupo de homología y de cohomología
resp. como:

Hq(G,A) := Lq AG = TorZ[G]
q (Z, A), Hq(G,A) := Rq AG = ExtqZ[G](Z, A).

Aquí, los símbolos Lq y Rq denotan el q-ésimo funtor derivado izquierdo
y derecho resp.; los cuales existen puesto que toda categoría de módulos
posee suficientes inyectivos y proyectivos. El lector incómodo con el álgebra
homológica, igual puede revisar la teoría de (co)homología de módulos, la
cual admite exposiciones elementales.
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Teorema 1.4: Sea G un grupo finito. Entonces H1(G,Z) = Gab.

Demostración: Para ello, uno debe calcularle la homología a la sucesión
exacta 0 → I → Z[G] → Z → 0. Ésta demostración funciona para grupos
arbitrarios, vid. Weibel [5, pág. 164], Thm. 6.1.11. □

Definición 1.5: Sea G un grupo finito. Definimos el homomorfismo de
augmentación como

aug : Z[G] Z
∑
g∈G

agg
∑
g∈G

ag

y denotamos por IG ⊴ Z[G] al núcleo de éste homomorfismo, llamado el
ideal de augmentación. Dicho ideal está generado por los elementos de la
forma g − 1 para todo g ∈ G.

Dado un G-módulo A (en notación multiplicativa), definimos el módulo
de coinvariantes como:

AG := A/IGA = A/⟨{ag/a : g ∈ G}⟩,

(donde ⟨−⟩ denota el submódulo generado).

Si G = ⟨σ⟩ es un grupo finito cíclico, entonces el ideal de augmentación
es el ideal principal generado por σ − 1.

Definición 1.6: Sea G un grupo finito. Dentro de Z[G] definimos el ele-
mento norma como NG :=

∑
g∈G g ∈ Z[G]; obviaremos el subíndice «G»

de no haber ambigüedad. Para todo G-módulo A (en notación multiplica-
tiva), la acción del elemento norma determina un endomorfismo, también
llamado endomorfismo norma:

Nm: A A a
∏
g∈G

ag.
×N

El núcleo de este endomorfismo se llama la N-torsión de A y se denota por

A[N ] := {a ∈ A : Nm(a) = 1}.

Definición 1.7: Sea G un grupo finito y sea A un G-módulo. Para q ∈ Z
entero (posiblemente negativo), definimos el q-ésimo grupo de cohomo-
logía de Tate de A como:

Ĥq(G,A) :=


Hq(G,A), q ≥ 1,

AG/NA, q = 0,

A[N ]/IGA, q = −1,
H−1−q(G,A) q ≤ −2.
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Ejemplo. Sea G un grupo finito, entonces Ĥ−2(G,Z) = Gab.

Teorema 1.8: Sea G un grupo finito y sea 0 → A → B → C → 0 una
sucesión exacta de G-módulos. Entonces induce una sucesión exacta larga
en cohomología de Tate:

· · · Ĥq−1(G,C)

Ĥq(G,A) Ĥq(G,B) Ĥq(G,C)

Ĥq+1(G,A) · · ·

∂

∂

Demostración: Cfr. Harari [1, pág. 31], Thm. 2.6. □

Ejemplo. Sea G = Cm un grupo finito cíclico. Para calcular los grupos
de homología y cohomología del G-módulo Z, podemos emplear la siguiente
sucesión:

0 Z Z[G] Z[G] Z[G] Z[G] · · · ,aug ×(σ−1) ×N ×(σ−1)

la cual afirmamos que es exacta ya que se satisface lo siguiente:

(Z[G])G = N · Z, (σ − 1)N = 0, I = {a ∈ Z[G] : Na = 0}.

De esto concluimos que

Hq(Cm;Z) =

 Z, q = 0
Z/mZ, q ≥ 1, 2 ∤ q
0, q ≥ 2, 2 | q

 ; Hq(Cm;Z) =


Z, q = 0

0, q ≥ 1, 2 ∤ q
Z/mZ, q ≥ 2, 2 | q

Aplicando la última conclusión, obtenemos que:

Teorema 1.9: Sea G un grupo finito cíclico generado por σ. Entonces
para todo G-módulo A se cumple que:

Ĥq(G,A) =

®
AG/NA, 2 | q,
A[N ]/(σ − 1)A, 2 ∤ q.

Demostración: Cfr. Weibel [5, págs. 167 s.]. □

Corolario 1.9.1: Sea G un grupo finito cíclico y sea 0→ A→ B → C →
0 una sucesión exacta de G-módulos. Entonces induce el siguiente diagrama
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conmutativo exacto:

Ĥ0(G,A) Ĥ0(G,B)

Ĥ−1(G,C) Ĥ0(G,C)

Ĥ−1(G,B) Ĥ−1(G,A)

Demostración: Se sigue de la sucesión exacta larga en cohomología de
Tate sumado al que los grupos de cohomología son 2-periódicos cuando G es
cíclico. □

Definición 1.10: Sea G un grupo finito y M un G-módulo tal que

|Ĥ−1(G,M)| <∞, |Ĥ0(G,M)| <∞. (1)

Se define su cociente de Herbrand como

h(G,M) :=
|Ĥ0(G,M)|
|Ĥ−1(G,M)|

.

Por ejemplo, (1) se satisface cuando M es finito.

Proposición 1.11: Sea G un grupo cíclico y sea 0 → A → B → C → 0
una sucesión exacta corta de G-módulos tales que (1) se satisface para dos
de tres G-módulos. Entonces también se satisface para el tercero y

h(G,B) = h(G,A)h(G,C).

Además, para todo G-módulo finito A, se cumple que h(G,A) = 1.

Demostración: Denotaremos por hp(X) := |Ĥp(G,X)|. Del hexágono
exacto deducimos la siguiente sucesión exacta:

0 I Ĥ0(G,A) Ĥ0(G,B) Ĥ0(G,C)

Ĥ1(G,A) Ĥ1(G,B) Ĥ1(G,C) I 0

donde

I := im(Ĥ1(G,B)→ Ĥ1(G,C)) = ker(Ĥ0(G,A)→ Ĥ0(G,B)).

Denotando por s := |I|, entonces la sucesión exacta implica que tenemos la
siguiente identidad en cardinalidades:

sh0(B)h1(A)h1(C) = h0(A)h0(C)h1(B)s,

que despejando nos da la identidad en cocientes de Herbrand. □
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1.2. Cuerpos locales y ramificación.

Definición 1.12: Un cuerpo p-ádico K es una extensión finita de Qp;
su anillo de valuación1 (o,m) es la clausura entera de (Zp, pZp) en K.

Recíprocamente, si L ⊇ Q es un cuerpo numérico y p ◁ OL es un primo
tal que p ∩ Z = pZ, entonces la completación p-ádica de OL es un anillo de
valuación (o,m) cuyo cuerpo de fracciones K es una extensión finita de Qp;
es decir, es un cuerpo p-ádico.

Un cuerpo local ultramétrico de característica 0 es un cuerpo p-ádico para
algún p > 0 primo; el lector incómodo con la palabra «cuerpo local» puede
considerar que éste siempre es el caso.

Desde aquí en adelante fijaremos la siguiente notación: Sea K un cuer-
po local ultramétrico, es decir, un cuerpo completo respecto a una métrica
no arquimediana y cuyo anillo de valuación (oK ,mK , k) es un dominio de
valuación discreta. Denotaremos por vK : K× → Z a la valuación discre-
ta normalizada de K y por π a un uniformizador de oK . Denotaremos por
UK := o×K el grupo de unidades deK, esto equivale a los α ∈ K de vK(α) = 0.
Denotaremos por

U
(n)
K := 1 +mn

K = {α ∈ UK : vK(α− 1) ≥ n}.

Proposición 1.13: Sea K ⊇ Qp un cuerpo p-ádico con anillo de valua-
ción (o, p) y sea e ≥ 1 el entero, tal que po = pe. Entonces las series formales
de potencias

exp(x) := 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · · , log(1 + x) := x− x2

2
+
x3

3
− · · ·

establecen isomorfismos (topológicos), uno el inverso del otro:

pn U
(n)
K

exp

log

para todo n > e/(p− 1).

Demostración: La condición n > e/(p− 1) está exclusivamente para que
las series formales de exp y log converjan p-ádicamente. El que sean conti-
nuos es claro y el que determinen homomorfismos es mera álgebra de series
formales. El que uno sea la inversa del otro es un cálculo, detallado en Neu-
kirch [3, pág. 137], Prop. II.5.5. □

2. Cohomología de Galois

Ésta sección está fuertemente inspirada en los capítulos 4 y 5 de Neu-
kirch [3]. Otra posible referencia es el libro de Serre [4].

1Se llama así porque o es noetheriano y m es el único ideal maximal de o. También el
nombre se justifica si introducimos las nociones de «valuación» o «valor absoluto».
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Definición 2.1: Una extensión algebraica L/k se dice cíclica (resp. abe-
liana) si está contenida en una extensión de Galois k ⊆ L ⊆ F tal que
Gal(F/k) es un grupo cíclico (resp. abeliano). Una extensión L/k se dice
ciclotómica si L está contenido en una extensión generada por raíces de la
unidad.

Neukirch [3] se refiere al siguiente teorema como el «axioma de la teoría
de cuerpos de clase»:

Teorema 2.2: Sea L/K una extensión cíclica de cuerpos locales ultra-
métricos, se cumplen:∣∣∣Ĥq

(
Gal(L/K), L×)∣∣∣ = ®[L : K], q = 0,

1, q = −1.

Demostración: Denótese G := Gal(L/K). El caso q = −1 se reduce a
probar que para todo α ∈ L× de NmL/K(α) = 1, existe β ∈ L× tal que
α = σ(β)/β, lo cual es el teorema 90 de Hilbert (cfr. Neukirch [3, pág. 281],
Prop. IV.3.5).

Para el caso q = 0, consideramos la sucesión exacta

0 UL L× Z 0.
vL

Es fácil calcular que h(G,Z) = [L : K], por lo que por la identidad en
cocientes de Herbrand, basta probar que h(G,UL) = 1.

Para ello, sea α ∈ L tal que {ασ : σ ∈ G} sea una K-base de L (teorema de
la base normal), y defínase el G-módulo M :=

∑
σ∈G α

σOK que es abierto,
y sean

Vn := 1 + πnM ⊆ UK
los cuales son G-submódulos de índice finito, por lo que la sucesión exacta
1→ Vn → UK → UK/Vn → 1 comprueba que h(G,UK) = h(G,Vn). Para ver
que Ĥ−1(G,Vn) = 1 empleamos el teorema 90 de Hilbert y argumentamos
el por qué el β lo podemos escoger dentro de Vn. Para ver que Ĥ0(G,Vn) =
1 □

Definición 2.3: Si L/k es una extensión finita, llamamos el grupo de
normas de L/k a

NmL/k(L
×) = {NmL/k(β) : β ∈ L×}.

Los siguientes dos resultados son piedras angulares de la teoría de cuerpos
de clase. El segundo puede interpretarse como una conexión de Galois.

Teorema 2.4 (ley de reciprocidad local): Sea L/K una extensión
finita de Galois entre cuerpos locales ultramétricos. Existe un isomorfismo
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canónico:

rL/K : Gal(L/K)ab −→ K×/NmL/K L
× = Ĥ0(Gal(L/K), L×).

Demostración: Vamos a hacer la prueba cuando Gal(L/K) es cíclico.
Consideremos la sucesión exacta 0 UL L× Z 0

vL de Gal(L/K)-
módulos. Luego, podemos aplicar el corolario 1.9.1 para obtener el diagrama
exacto:

Ĥ0(G,UL) Ĥ0(G,L×)

Ĥ−1(G,Z) Ĥ0(G,Z)

Ĥ−1(G,L×) Ĥ−1(G,UL)

φ

ψ

Por un cálculo, sabemos que Ĥ0(G,Z) ∼= Gab, por lo que nos interesaría
que φ fuese un isomorfismo. Ahora bien, Ĥ−1(G,L×) = 0 por el teorema
anterior y Ĥ−1(G,Z) es un cociente de la N -torsión de Z, el cual es fácil ver
que también es nulo. Así que ψ es un isomorfismo, por lo que Ĥ0(G,UL) y
Ĥ−1(G,UL) son nulos.

La idea es reducir el caso general al caso de extensiones cíclicas, para lo
cual véase Neukirch [3, págs. 300 s.]. □

Definición 2.5: Sea L/K una extensión finita de Galois entre cuerpos
locales ultramétricos. Definimos el símbolo de Artin local como el epimor-
fismo

(−, L/K) : K× −→ Gal(L/K)ab

dado por la composición de la proyección K×/NmL/K L
× con r−1

L/K .

Definición 2.6: SeaK un cuerpo local ultramétrico. Dotamos aK× de la
topología de la norma: para cada α ∈ K× las clases laterales αNmL/K L

×

forman una base de entornos de a, donde L/K recorre las extensiones finitas
de Galois.

Para diferenciar, la topología subespacio sobre K× será referida como la
usual. La ventaja de la topología de la norma es que NmL/K L

× ≤ K× son
subgrupos abiertos.

Lema 2.6.A: Sea K un cuerpo local ultramétrico, y sea H ≤ K× un
subgrupo. Son equivalentes:

1. El conjunto H es abierto en la topología de la norma.
2. El conjunto H es cerrado en la topología de la norma y tiene índice

finito.
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3. El conjunto H es abierto en la topología usual y tiene índice finito.

Demostración: 2 =⇒ 1. Trivial, pues su complemento es la unión de sus
finitas clases laterales restantes.

1 =⇒ 2. El conjunto H es cerrado pues

Hc =
⋃

a∈K×
aH ̸=H

aH,

es abierto por ser unión de abiertos. Ahora bien, por definición de la topología
de la norma, H ⊇ N = NmL/K L

×, donde L/K es una extensión finita de
Galois, y N tiene índice finito por la ley de reciprocidad local.

1 =⇒ 3. Sea V ⊆ K× abierto en la topología de la norma, de modo que
contiene a un grupo de normas NmL/K L

× de una extensión finita de Galois
y, en consecuente, también a NmL/K UL. Ahora bien, UL es compacto, de
modo que NmL/K UL también, así que es cerrado, pero también tiene índice
finito en UK el cual es abierto en K×. Así que NmL/K UL es abierto en UK ,
y por tanto V es un entorno de 1 ∈ K×; trasladando se verifica sobre un
punto cualquiera.

3 =⇒ 1. Esta es la implicación difícil, vid. Neukirch [3, págs. 321 ss.]
para más detalles. □

Lema 2.6.B: Sea K un cuerpo local ultramétrico y sea L/K una ex-
tensión finita. Entonces su grupo de normas NmL/K L

× es exactamente el
mismo que el de su subextensión abeliana maximal E ⊆ L.

Teorema 2.7 (de existencia): Sea K un cuerpo local ultramétrico. La
aplicación

L 7−→ NL := NmL/K L
×

establece una biyección entre extensiones abelianas finitas de K y subgrupos
abiertos de índice finito en K×, con respecto a la topología usual. Además:

L ⊆ F ⇐⇒ NL ⊇ NF , NLF = NL ∩NF , NL∩F = NLNF .

Demostración: Por el lema anterior, probaremos la equivalencia con sub-
grupos abiertos de K× en la topología de la norma.

Es claro de la transitividad de la norma que NLF ⊆ NL ∩ NF . También
es claro que

NL ⊆ NF ⇐⇒ NL ∩NF = NLF = NF
⇐⇒ [LF : K] = [F : K] ⇐⇒ L ⊆ F,

donde en la penúltima equivalencia empleamos la ley de reciprocidad local.
Esto prueba que la aplicación N− es inyectiva.

Sea N ≤ K× un subgrupo abierto en la topología de la norma, de modo
que existe una extensión abeliana finita F/K tal que N ⊇ NF = NmF/K F

×,
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luego (N , F/K) = Gal(F/L) para algún subcuerpo K ⊆ L ⊆ F , de modo
que N es el núcleo de (−, L/K) : K× → Gal(L/K); lo que prueba que L 7→
NL es sobreyectiva.

Finalmente como L∩F ⊆ L y L∩F ⊆ F obtenemos que NL∩F ⊇ NLNF .
Como NLNF es abierto (¿por qué?), existe M ⊇ K tal que NLNF = NM y,
como NM ⊇ NL, entonces M ⊆ L ∩ F . Concluimos pues

NLNF = NM ⊇ NL∩F ⊇ NLNF . □

También al teorema anterior a veces le llaman el «teorema fundamental de
la teoría de cuerpos de clase»; parte de la razón tiene que ver con el siguiente
corolario que ofrece otra lectura al teorema:

Corolario 2.7.1: El símbolo de Artin local establece un isomorfismo to-
pológico K̂× → Gal(Kab/K), donde Kab es la extensión abeliana maximal
de K y donde K̂× es la completación profinita de K× dotado de la topología
de la norma. En consecuencia:

Gal(Kab/K) ∼= Ẑ× UK .

� La siguiente demostración emplea la teoría de los grupos profinitos; el
lector interesado está referido al resumen de Harari [1, págs. 65 ss.], §4.1
o al exhaustivo texto sobre grupos profinitos de Wilson [6].

Demostración: El símbolo de Artin local nos da un epimorfismo continuo
K× → Gal(L/K) para toda extensión abeliana finita, luego induce, en el
límite, un homomorfismo continuo K× → Gal(Kab/K) que, en cocientes
por subgrupos abiertos, induce un isomorfismo, y concluimos pues

K̂× = ĺım←−
U◁oK×

K×/U = ĺım←−
L

Gal(L/K) = Gal(Kab/K).

El otro isomorfismo es porque K× = Z× UK . □

2.1. Aplicación: El teorema de Kronecker-Weber.

Proposición 2.8: El grupo de normas de Qp(ζpn)/Qp es (p)× U (n)
Qp

.

Demostración: La extensión Qp(ζpn)/Qp tiene grado pn−1(p− 1), lo cual
ha de ser el índice del grupo de normas en Q×

p por la ley de reciprocidad
local. Por la proposición 1.13 tenemos el siguiente isomorfismo topológico

exp: pmK −→ U
(m)
K ,

donde K = Qp, para todo m ≥ 1 cuando p > 2 y para todo m ≥ 2 cuando
p = 2. Considere la función

φ : pmK → pm+n−1
K , x 7→ pn−1(p− 1)x,
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la cual establece claramente un isomorfismo y así construimos el siguiente
diagrama conmutativo:

pmK U
(m)
K

pm+n−1
K U

(m+n−1)
K

φ

exp
∼

∃!ψ

exp
∼

donde ψ(z) = zp
n−1(p−1) = NmL/K(z) y donde L := Qp(ζpn). Como además

NmL/K(1−ζpn) = p, entonces concluimos que (p)×U (n)
K ⊆ NmL/K L

×. Final-
mente, la igualdad se deduce de que ambos grupos tienen índice pn−1(p− 1)
en K×. □

Corolario 2.8.1 (Kronecker-Weber local): Toda extensión abeliana
finita L/Qp es ciclotómica. En consecuencia, la extensión abeliana maximal
Qab
p /Qp está generada por adjuntar todas las raíces de la unidad.

Demostración: Sea L ⊇ K := Qp una extensión abeliana finita de Galois,
entonces existen enteros f , n tales que (pf )×U (n)

K ⊆ NmL/K L
×. Escribamos

dicho subgrupo como

(pf )× U (n)
K =

(
(pf )× UK

)
∩
(
(p)× U (n)

K

)
,

por el teorema de existencia vemos que su cuerpo de clases es el composito
entre el cuerpo de clases de (p)×U (n)

K ; el cual por la proposición anterior es
Qp(ζpn), y el cuerpo de clases de (pf )×UK ; el cual es Qp(ζpf−1), por lo que

L ⊆ Qp

Ä
ζ(pf−1)pn

ä
. □

Teorema 2.9 (Kronecker-Weber): Toda extensión abeliana finita L/Q
es ciclotómica.

Demostración: Sea L ̸= Q una extensión abeliana. Sea S el conjunto de
los primos p ∈ Z en los cuales L se ramifica, el cual es no vacío por el
teorema de Hermite-Minkowski; sea p | p un primo de OL y denótese por Lp

la completación p-ádica. Como la extensión Lp/Qp es abeliana, existe np tal
que Lp ⊆ Qp(ζap). Sea ep tal que pep | np, pero pep+1 ∤ np; entonces definimos

n :=
∏
p∈S

pep .

Sea P | p en M , entonces

MP = Lp(ζn) = Qp(ζpepn′) = Qp(ζpep )Qp(ζn′),
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donde p ∤ n′. Se cumple que Qp(ζn′) = MP ∩ Qnr
p , por lo que el grupo

de inercia Ip(MP/Qp) es isomorfo al grupo Gal(Qp(ζpep )/Qp), el cual tiene
cardinalidad ϕ(pep) = pep−1(p−1). Sea I el subgrupo de Gal(M/Q) generado
por todos los Ip’s; el cuerpo fijo de I es no ramificado sobre Q, por lo que es
el mismo Q y, por tanto, I = Gal(M/Q). Contemos:

[M : Q] = |I| ≤
∏
p∈S
|Ip(MP/Qp)| =

∏
p∈S

ϕ(pep) = ϕ(n) = [Q(ζn) : Q],

de esta igualdad de grados se sigue que M = Q(ζn) ⊇ L. □

Apéndice A. Comentarios adicionales

A.1. Teoremas avanzados. La «ley de reciprocidad local» (teorema 2.4)
puede considerarse como un caso particular del siguiente teorema:

Teorema A.1 (Tate-Nakayama): Sea G un grupo finito y sea A un
G-módulo. Para cada primo p sea Gp un p-subgrupo de Sylow de G tales
que:

1. H1(Gp, A) = 0.
2. |H2(Gp, A)| = |Gp|.

Entonces para cada subgrupo H ≤ G existe un isomorfismo para cada q ∈ Z:

Ĥq(H,G) ∼= Ĥq+2(H,A).

Demostración: Vid. Harari [1, pág. 62], Thm. 3.14. El enunciado allí es
más preciso también, podemos hacer explícito el isomorfismo. □

Nótese que el teorema 2.2 precisamente indica que las dos condiciones para
el teorema de Tate-Nakayama se satisfacen.

Para probar el lema fundamental (2.6.A) podemos recurrir a la teoría de
Lubin-Tate, que involucra un tipo de series formales de potencias llama-
das «leyes de grupo formal». Con ella obtenemos la existencia del siguiente
cuerpo:

Teorema A.2: Para cada uniformizador π de un cuerpo local ultramé-
trico existe una sucesión de extensiones de cuerpo:

K ⊆ K1
π ⊆ K2

π ⊆ · · · ⊆ Kπ

tales que Kπ/K es una extensión abeliana, Gal(Kπ/K
n
π )
∼= UnK y para todo

n se cumple que π ∈ NKn
π

está en el grupo de normas.

Demostración: Vid. Harari [1, págs. 152 s.], Thm. 11.13. □

Para la reciprocidad global (e.g. sobre Q y no Qp) uno debe recurrir a la
bella teoría de idèles y adèles, las cuales están presentadas en varios textos
(e.g., Neukirch [3], §VI.1-VI.3; o Harari [1], §12.3 y §13.1), pero que
lamentablemente no alcanzan a cubrirse en detalle aquí.
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A.2. Notas históricas. La «ley de reciprocidad local» y el «teorema de
existencia» (teorema 2.7) fueron ambos demostrados por el japonés Teiji
Takagi en [16] (1920) y [17] (1922). El isomorfismo fue explicitado por el
francés Emil Artin mediante el símbolo de Artin, introducido primero en
[7] (1924); para ello, Artin necesitó esperar cuatro años a la salida del teo-
rema de densidad de Chebotarev para lograr su teorema de reciprocidad en
[8] (1927).

Curiosamente, la teoría de cuerpos de clases global precedió a la teoría
local, la cual fue desarrollada conjuntamente por Schmidt [15] (1930) y
Chevalley [9] (1933). El francés Herbrand [10] (1931) fue uno de los
impulsores de la cohomología de grupos como medio para el estudio local de
la teoría de cuerpos de clase; esto, por supuesto, estaría en sincronía con la
filosofía adoptada más adelante por la escuela francesa (Chevalley, Grothen-
dieck, Serre, Weil, etc.). No obstante, algunos métodos cohomológicos son
un tanto abstractos y «pierden» información acerca de los isomorfismos in-
volucrados; esta fue una de las dificultades a superar por la teoría de Lubin
y Tate [13] (1965).

El teorema de Kronecker-Weber fue conjeturado por Kronecker [12]
(1853) y más tarde fue supuestamente demostrado por Weber [18] (1886)
y [19] (1887); no obstante, existe cierto debate acerca de si las pruebas de
ambos habrán contenido errores de cierto tipo (cfr. Neumann [14]). La de-
mostración de Hilbert [11] (1896) es generalmente reconocida como «com-
pleta» y autores afirman que fue la verdadera primera demostración del teo-
rema de Kronecker-Weber; sin entrar en controversias, podemos afirmar que
las ideas de Hilbert fueron indiscutiblemente influyentes y sirvieron de ins-
piración para desarrollar a fondo la teoría de cuerpos de clase.

Las notas históricas son gracias a Hasse [2].
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